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Avant propos

Le présent travail est entierement dédié a la construction de modeles
simplifiant 'opérateur de collision de Boltzmann. On pourrait trouver
cette thématique tres réductrice et pourtant...Les travaux de Ludwig
Boltzmann portent sur l'introduction d'une description cinétique des
gaz, méme si cette idée peut étre largement co-attribuée a James Clerk
Maxwell et aux thermodynamiciens de cette époque. Mais ils s’étendent
aussi et surtout a leur évolution en dehors de I’équilibre [19]. Si le terme
de transport de son équation est relativement naturel et égard aux
équations du mouvement avec forces extérieures, le comptage des col-
lisions contribuant qui a diminuer la densité du nombre de molécules
ayant la vitesse v pour t et x fixés, qui a 'augmenter, est d’une grande
beauté géométrique. Et le passage de la micro-réversibilité a la "fleche”
du temps (théoreme H) est révolutionnaire. La relative simplicité de
la démonstration fascine. Pourtant, Boltzmann lui-méme déclara tan-
dis qu’il cherchait des développements pour obtenir des solutions a
son équation : "la simplicité sied au tailleur, pas au mathématicien”.
Il est vrai que bon nombre de travaux qui suivirent, dont la hiérar-
chie BBGKY et le théoreme d’existence global en temps de solutions,
peuvent lui donner raison. Mais reste son oeuvre immense. Bon nombre
d’équations cinétiques suivront telles celles de Fokker-Planck, Landau,
Vlasov ou méme Uehling-Uhlenbeck pour ne citer qu’elles. Ces équa-
tions n’auraient peut-étre pas vu le jour sans son travail. Le point de
vue cinétique permet d’appréhender bon nombre de problemes issus
de la physique. "Sasha” Bobylev m’a dit un jour : "Jacques, a partir
du moment ou tu as commencé avec ’équation de Boltzmann, tu ne
pourra jamais la quitter”. En ce qui me concerne, il a eut raison !
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Chapitre 1

Introduction.

1990. L’Europe possede sa propre fusée, Arianne, mais voudrait
aussi se doter d’une navette (projet Hermes). Des fonds sont débloqués
de toute part, notamment pour la recherche en amont. Les progres
sur la simulation des rentrées atmosphériques dues a l’algorithme de
Bird (1963) se heurtent aux limites des méthodes DSMC. Des résultats
bruités et un cotut grandissant avec le nombre de Knudsen. Bien que
la méthode soit loin d’étre enterrée (elle est toujours d’actualité), on
s’'interroge sur la faisabilité d’un traitement déterministe. Il est clair
que cette perspective ne va pas sans la montée en puissance des super-
calculateurs. Le Cray, monolithe mystérieux et les ordinateurs paral-
leles. L’Onera dispose des deux et vient d’acquérir I’'Hypercube a 128
processeurs. Il est clairement affiché que la these que je viens de com-
mencer sur la construction d’'une méthode déterministe pour la résolu-
tion de I'équation de Boltzmann releve autant d’un défi mathématique
que de la capacité informatique a gérer un probleme en dimension 7
avec le calcul d'une intégrale dans R? x S?. Quoi qu’il en soit, de mé-
thodes déterministes, il n’en existe pas, au sens ou une consistance
aurait été prouvée. Nous attaquons le probleme avec Francois Rogier
sur la base d'une méthode particulaire. Bien vite s’impose la néces-
sité d’utiliser une grille fixe en vitesse, sorte d’invariance Galiléenne
discrete. En cela, nous ne faisons que marcher sur les pas de Tchere-
missine (1969!) [34] et retrouvons assez naturellement la méthode de
Goldstein, Sturtevant et Broadwell [53] [55]. Dominique Bernardi (Pa-
ris 6) me dit que celle-ci a peu de chance de converger en dimension
2 en se référant a un résultat de Gauss portant sur les résultats de
I’équation Diophantienne p? + ¢> = n pour n (entier) quelconque [62].

9
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Quand a la dimension 3, nous sommes loin d’étre en mesure de prouver
quelque chose. C’est finalement en cassant la structure de l'intégrale
sur les cercles de collision que se profile I'idée de n’intégrer que sur des
droites a pente rationnelle. Les suites de Farey et les arcs qui y sont
associés permettront d’obtenir une formule consistante en dimension
2 de vitesse [99] [96]. La généralisation aux dimensions supérieures se
fera avec 1’aide de Philippe Michel [99] [81]. II se trouve par ailleurs que
I'utilisation dune grille fixe entre dans la catégorie des modeles a répar-
tition discrete (MDV) des vitesses introduite par Carleman en 1932 [30]
[31] et suivi, entre autres, par Broadwell [23], Cabannes [29] et Gatignol
[51]. Les propriétés de ces modeles sont identiques & celles de 1’équa-
tion de Boltzmann et nous prouvons que sous certaines conditions les
seules invariants sont bien ceux escomptés. Lors d'une rencontre avec
Alexander Bobylev, nous décidons de nous attaquer a la consistante de
la formule de Goldstein et al en dimension 3. Se joindra a nous Andr-
zej Palczewski. Nous partons tout d’abord sur la base de résultats de
théorie ergodique dues a Linnik [74] qui s’averent ne pas traiter tous les
cas de I’équation p® + ¢ +r? = n quand n varie. Philippe Michel avait
mentionné durant ma these des résultats obtenus sur les coefficients des
formes modulaires [08] et relatifs a ce probleme. C’est en suivant cette
piste que nous obtenons le résultat voulu [94]. La convergence de la
méthode vers les solutions renormalisées de Di Perna et Lions [43] sera
faite plus tard par Mischler [84] en supposant qu'une hypothese tres
forte (mais au sens faible!) est satisfaite par la formule de quadrature.
Cette hypothese est justement une conséquence immédiate du résultat
que nous venons d’obtenir et est aussi vérifiée par la formule de Fa-
rey. De notre c6té, nous prouvons avec Andrzej Palczewski un résultat
d’existence, de stabilité et de convergence dans le cadre homogene [93].
A noter que la consistance de la formule de Goldstein et al en dimen-
sion 2 sera prouvée par Fainsilber, Kurlberg et Wennberg en 2006 [49].
Pour finir le tableau, Panferov et Heintz établirons en 2002 [92] une
formule de quadrature qui, de par la simplicité de sa consistance, est
absolument remarquable. Seulement voila, quelle que soit la formule
utilisée, le colit du calcul approché de Q(f, f) est en N%2log N ou N
est un nombre fini de vitesses de vitesses (on a pris soin au préalable
de tronquer l'espace des vitesses). Buet [28] attaque le probléme du
cout [28] en proposant une sorte de splitting sur I’étape collisionnelle
(la solution pour une collision donnée est explicite). Nous tentons de
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notre coté une approche type Galerkin discontinue dans ’espace des
vitesses en supposant que la solution est polynomiale par maille [T0T].
La méthode se révele instable car elle ne garantit pas la positivité de la
fonction de distribution. Elle ne donnera donc pas lieu a publication.
Nous en resterons donc la pour la partie "modeles a répartition dis-
crete des vitesses” tout en n’oubliant pas de citer les travaux récents de
Mouhot, Pareschi et Rey [88] inspirés des méthodes spectrales [87] et
ramenant le colit du calcul par formule de quadrature & 0(/NN log, N)
avec N < N.

En marge de ce travail, il m’a été proposé de réaliser une étude sur un
couplage Boltzmann/Euler dans le cadre de mon postdoc a Kaiserslau-
tern [100] (partenariat avec Dassault Aviation). Méme si les méthodes
DSMC sont les moins cheres pour simuler les gaz raréfiés, il n’en reste
pas moins que résoudre les équations de la mécanique des fluides né-
cessite bien moins de ressources informatiques. L’idée consiste alors a
coupler ces équations. La résolution la plus fine (Boltzmann) étant ré-
servée aux zones de forts déséquilibres thermodynamiques. Il s’agissait
ici d’effectuer un couplage Euler-Boltzmann, d’établir des conditions
limites a la frontiere des différents domaines et d’améliorer I'approche
de Lukschin & al [[70] basée sur I'algorithme de Schwarz. On montre
numériquement qu’il suffit de résoudre successivement chaque étape
pendant un pas de temps pour arriver a 1’équilibre. Le schéma de Van
Leer utilisé pour résoudre les équations d’FEuler "absorbe” tres bien les
fluctuations dues au traitement probabiliste de la zone hors équilibre.
Les conditions limites sont basées sur 1’étude des caractéristiques a la
frontiere [78]. S’il est clair que ce travail n’est pas d’'une grande origi-
nalité, il a le mérite de montrer qu’il n’est peut-étre pas nécessaire de
se poser trop de questions sur les conditions limites et que la recherche
dans ce domaine doit plutot étre axée sur la détection des domaines
respectifs a chaque équation. Ce qui sera fait par un grand nombre
d’auteurs (voir 'article de Dimarco et Pareschi [44] pour une bibliogra-
phie assez large).

Au premier CEMRACS de 1996, Frédéric Coquel propose un sujet sur
les schémas pour les solutions d’équations hyperboliques. Il s’agit de
substituer au critere TVD la diminution de ’entropie tout en restant
a l'ordre 2. Un des buts non avoués et de constituer une premiere
étape vers l'existence de solutions faibles entropiques pour les systemes
d’équations hyperboliques. Il s’avérera finalement que c’est pour des
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données BV suffisamment petites que Bressan et al [20] prouveront de
tels résultats. Ceci pour dire que c¢’est en quelque sorte le premier critere
qui a remporté la palme méme si la démonstration ne s’appuyait pas sur
la convergence de tels schémas vers ces solutions. Bref, le programme
que propose Coquel est celui de la construction d’une projection entro-
pique d’ordre 2 dans le cadre du schéma de Godunov. On supposera
au préalable qu’un schéma entropique permet de résoudre le systeme
pendant un pas de temps At avec données initiales linéaires par mailles
sur les variables conservatives. De telles projections existent déja pour
les lois de conservation scalaires [10] et pour les systemes 2 x 2 [35].
Il nous faut donc construire des inégalités de Bessel portant sur des
fonctions linéaires par morceaux. Le point d’attaque sera cinétique et
on tentera d’utiliser certains des résultats récents de Levermore [71].
Coquel me laisse mijoter devant cette avalanche de données dans une
chapelle désaffectée du CIRM. Je n’aurais point de révélations. La so-
lution viendra bien plus tard en oubliant le cinétique et en construisant
des projections successives [36]. Quoi qu’il en soit, 'article de (chevet)
de Levermore deviendra une source d’inspiration...

Nous allons opérer un tournant dans notre vision du probleme en cher-
chant des opérateurs de la forme du modele BGK classique [16] mais
voulant approcher au plus pres Q(f, f). Ce qui nous intéresse dans
I’article de Levermore n’est pas la hiérarchie de modeles BGK ni méme
I'idée principale de modeles aux moments mais la nature méme de
la "projection” d’une certaine fonction de répartition ¢ — G(v) =
exp(m(v)) obtenue par minimisation de I’entropie sous contraintes d’éga-
lité d’un certain nombre de moments. Si le modele BGK peut étre
regardé comme l'expression naturelle de la relaxation de f vers un
état d’équilibre local, la similitude visuelle entre R(f) = v (G — f) et
Q(f, f) = QT (f, f) — v([f)[f suggere autre chose. Ne pourrait-on pas
considérer G' comme une “approximation entropique” de Q*(f, f) sous
contraintes d’égalité de moments. Le modele BGK ne serait alors que le
premier modele d’une hiérarchie infinie de modeles construits a partir
d’espaces de moments. D’un autre coté, les travaux de Mieussens sur
'aspect technique de la résolution des modeles BGK [16] et ESBGK [77]
par des modeles a répartition discrete des vitesses semblent aller dans le
méme sens. Le modele BGK, bien qu’étant peu fiable dans les zones de
fort gradients, a pourtant eu son heure de gloire [91] et Mieussens remet
un pied a l’étrier en proposant une méthode implicite en temps, effi-
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cace et robuste. Certes des limitations persistent quand a 'usage d’une
grille de vitesses fixe, et en terme de mémoire, et lorsqu’apparaissent de
fortes variations de vitesse moyenne et /ou de température, mais I’espoir
est 1a (ces probléemes sont maintenant en passe d’étre résolus [11] [17]).
L’article publié dans M2AN [104] est 'expression de ces deux mouve-
ments : Q1 (f, f) = exp(m(v)) et la faisabilité. Seulement voila, il y a
le probleme de réalisabilité du probleme de minimisation de ’entropie
sous contraintes d’égalité de moments que Junk a remarquablement
débusqué, étudié et dont il catégorise la validité [67]. Son article fait le
tour complet de la question au moyen notamment de perturbations au-
tour des moments des exponentielles. Nous revisitons ce probleme sous
un autre angle en relaxant la contrainte portant sur le moment d’ordre
supérieur et obtenons un résultat "positif” au regard de celui de Junk
méme si les deux sont peut-étre équivalents (voir discussion apres le
théoreme [3.1.7] Nous généraliserons plus tard cette preuve au cas rela-
tiviste [102] en modifiant quelques aspects techniques. A noter qu'une
derniere approche du probleme par analyse convexe a été réalisé par
Vincent Pavan [95]. Au passage, nous analysons la nature des systémes
aux moments de Levermore. La viabilité de ces systemes reposent sur
un argument de dualité entre les moments p des fonctions positives et
non nulles dans L' & poids (i.e dont les moments sont bornés) et les
coefficients ax des polynomes dont 1’exponentielle est intégrable. Cette
dualité est clairement mise en défaut dans les cas de non réalisabilité.
Hauck, Levermore et Tits [63] concluront plus tard que I'ensemble des
moments pour lequel ces systemes sont mal posés est de mesure nulle.
Le cas des molécules non Maxwelliennes ne permet pas a priori de
construire des modeles comme ci-dessus. En remarquant que les mo-
ments de la fonction de distribution qui sont orthogonaux aux in-
variants de collisions s’annulent quand t — 400 dans I’équation de
Boltzmann homogene, nous proposons une autre construction : impo-
ser des contraintes de relaxation sur certains de ces moments et en
déduire G par minimisation de Ientropie sous contraintes (conserva-
tions et relaxations). Cette idée est aussi issue de I’étude du spectre de
I'opérateur linéarisé pour les molécules Maxwelliennes [112]. Nous étu-
dions alors avec Stéphane Brull le cas du premier ensemble non trivial
[1,v, [v[>, v&v—3|v|*Id] et retrouvons le modele ESBGK [25]. Il s’agit
d’ajuster le coefficient de relaxation et la fréquence de relaxation de f
vers G de telle sorte que la limite hydrodynamique (Navier-Stokes)
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de notre modele coincide avec_celle de 1'équation de Boltzmann. Ce
travail est par la suite étendu [26] au cas es molécules polyatomiques
[5]. Cette nouvelle interprétation de modeles déja existants va deve-
nir ”a veritable machinery” (dixit Levermore). Construire des modeles
sur les principes déja énoncés par identification avec la limite hydrody-
namique. Nous nous attaquons avec Stéphane Brull et Vincent Pavan
aux mélanges de gaz qui, en plus des comportements "connus” des gaz
simples, échangent de la quantité de mouvement, de 1’énergie, etc. Les
modeles BGK existants prennent souvent ces échanges en compte [54]
[79] [ (voir [22] pour une littérature plus large) mais le développe-
ment de Chapman-Enskog, quand il est effectué, est un "exercice” final
[1]. I s’agit donc pour nous de partir de la limite hydrodynamique est
de laisser "dérouler” notre programme. Seulement voila, si I’écriture de
Navier-Stokes est unique lorsqu’il s’agit d’un seul gaz, il n’en est rien
dans le cas des mélanges. Les lois observées et décrites par les physiciens
Fick, Soret, Dufour et Fourier donnent lieu a une premiere formulation.
Une autre formulation (que nous ne découvrirons qu’apres cet article)
fait intervenir d’autres grandeurs physiques : les pressions partielles, les
enthalpies, etc [61]. Enfin, il y a I'obtention des équations de Navier-
Stokes par la thermodynamique des processus irréversibles (TIP) ou
les flux s’expriment entre autres au moyen des potentiels chimiques (ou
fonctions de Gibbs) [80] [39]. La formulation dont nous avons besoin
est unique. Elle se profile sur deux niveaux différents : les propriétés
de l'opérateur de collision linéarisé et les lois de Onsager (matrice de
coefficients symétrique négative - ou positive si 'on part de la TIP).
Nous identifions dans un premier temps la bonne formulation, réécri-
vons le lien entre I’équation de Boltzmann et la matrice de Onsager,
traduisons le language des coefficients et moments de relaxation dans
un cadre plus général pour finalement obtenir un modele entropique
basé sur la connaissance de la loi de Fick [22].

Toujours dans le cadre des gaz raréfiés, nous décidons avec Stéphane
Brull de nous attaquer au cas d’une chimie lente. C’est a dire quand les
temps caractéristiques de relaxation des énergies internes vers 1’équi-
libre (statistique de Boltzmann) et des collisions sont au moins d'un
ordre supérieurs a ceux des temps entre collisions chimiques. Nous nous
attaquons a un cas simplifié : une collision bi-moléculaire avec une éner-
gie interne par molécule. L’idée est relativement simple : additionner
au modele ci-dessus un terme chimique entropique basé sur les modeles
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BGK de Spiga & al. La difficulté principale est le calcul de la pertur-
bation du terme source chimique a ’ordre € dans le développement de
Chapman-Enskog [27]. Tl s’agira en quelque sorte d’'un galop d’essai. Un
projet plus ambitieux est de construire un modele simplifié et calculable
au sens de la simulation numérique pour un mélange de gaz polyato-
miques avec plusieurs réactions. Nous attaquons le probleme dans une
approche semi-classique. L’idée du splitting non-réactif /réactif reste la
méme et la modélisation des collisions non réactives est dans la conti-
nuité des travaux ci-dessus. La grande difficulté réside dans la construc-
tion d’un modele chimique qui soit a la fois bien posé (notamment en-
tropique) et donne des taux de production chimiques réalistes. Le pro-
bleme sera résolu en exploitant d'une part la dynamique des réactions
chimiques a I’équilibre thermodynamique et d’autre part le célebre se-
cond principe de la thermodynamique. L’introduction ainsi que I’étude
complete de ce modele (généralisation du modele de Fick, caractérisa-
tion des taux de production d’entropie nul, limite hydrodynamique,...)
sont réalisés dans un article a paraitre [103].

1.0.1 Le plan

La présentation des articles qui vont suivre est le reflet d’'un chemi-
nement. Le parti pris est de développer des modeles bien posés au sens
mathématique et physique du terme mais aussi calculables. Certaines
démonstrations apparaitront donc sous forme simplifiée pour mettre en
avant le premier point. La faisabilité est considérée, elle, comme faisant
partie de I’équation. Un domaine particulier est celui des données dis-
ponibles pour la construction des modeles. Nous n’entrons pas dans ce
domaine mais faisons en sorte d’exploiter les résultats disponibles.

Au chapitre deux, on montre comment en cherchant un schéma
numeérique déterministe pour résoudre 1’équation de Boltzmann nous
sommes tombés naturellement dans la catégorie bien connue des mo-
deles a répartition discréete des vitesses (MDV). Nous exhiberons en
premier lieu une formule de quadrature consistante avec 'intégrale de
collision en dimension deux et trois en vitesse [99, 96, R1]. Si ce travail
de these est évoqué a nouveau dans ce manuscript, c’est qu’il est un
pilier fondateur et qu’il constitue ’essentielle motivation des travaux
qui suivront dans ce chapitre. La deuxieme partie sera donc consacrée
a I’étude de la consistance d’une formule similaire : celle de Goldstein
& al [5355]. Ne seront pas décrits les résultats d’existence, de stabilité
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et de convergence des solutions de nos modeles vers les solutions du
modele continu [93]. 11 s’agit 1a de techniques relativement convention-
nelles d’analyse fonctionnelle qui s’appuient sur des résultats d’Arkeryd
[6] pour I'existence, de DiBlasio pour la stabilité [40] et de Mishler pour
relier la formulation MDV & celle de Boltzmann [84].

Le chapitre trois marque un tournant vers la modélisation : simpli-
fier le terme de collision. On y construit une hiérarchie d’opérateurs
BGK convergeant vers l'intégrale de collision [104]. Nous examinons
en premier lieu le cadre mathématique de cette construction, a savoir
la minimisation d’entropie sous contraintes d’égalités de moments. Le
probléeme évoqué par Junk [67], la réalisabilité, est revisité sous un tout
autre angle pour en extraire un théoreme "positif”. Nous en profitons
pour dire quelques mots sur le travail effectué avec Frédéric Coquel et
Philippe Helluy [36] (remarquefd)). Celui-ci mériterait d’y consacrer plus
de temps mais il faut bien reconnaitre qu’il est en premier lieu 'oeuvre
du "Maitre”. Nous abordons alors avec un souci de clarification, voire
de rajouts par rapport a l’article, des questions liées a la construction
de ces modeles et de leurs limites hydrodynamique. Cela constitue une
étape fondatrice de ce qui va suivre.

Ce que nous appelons la méthode de relaxation des moments (MRM)
est ensuite exposé en trois temps : 1- de Q(f, f) a Uopérateur linéarisé
par les moments et les coefficients de relaxation, 2- interprétation des
modeles ESBGK pour les cas mono et polyatomiques grace a ’étape
1 [25] [26], 3- construction d’un modele pour un mélange de gaz mo-
noatomique [22]. Ce dernier article met en oeuvre une méthodologie
générale valable pour des modeles a venir. A noter que nous rectifions
ici une erreur parue dans l'article original et portant sur la limite hy-
drodynamique du modele.

Le chapitre 5 aborde enfin le cas des molécules polyatomiques et des
réactions chimiques dans une approche semi-classique. Nous évoquons
brievement larticle réalisé avec Stéphane Brull [27] afin de mettre en
lumiere les véritables enjeux. Le travail réalisé dans [103] est alors ex-
posé en détail en en montrant les tenants et les aboutissants. Un souci
particulier dans la construction de ce modele est de tenir compte des
parametres disponibles. C’est ce lien modélisation, logiciels et formules
qui termine notre exposé.

Nous concluons en donnant quelques perspectives de recherche.



Chapitre 2

Modeles a répartition
discretes des vitesses

2.1 Petit tour d’horizon

Nous proposons tout d’abord de faire un bref rappel (non exhaustif)
des méthodes numériques existantes au début de cette étude (1990). La
premiere, certainement la plus citée et la plus utilisée sous différentes
variantes est celle de Bird [12, [13]. 11 est intéressant de noter que Bird
n’a pas voulu résoudre I’équation de Boltzmann mais simuler via des
particules "numériques” (c’est a dire ne correspondant a proprement
parler a des particules physiques) des écoulements en milieu raréfié. Une
preuve ultérieure par Wagner [110] prouvera que sa méthode converge
bel et bien vers les solutions de ladite équation. Une autre méthode
probabiliste qu’il convient ici de citer pour sa popularité et son origi-
nalité est celle de Nanbu [90]. La convergence de cette méthode vers
les solutions de 1’équation de Boltzmann sera prouvée en deux temps
par Babovsky [7] et Babovsky et Illner [8]. Nous ne citerons pas ici
I’ensemble des méthodes probabilistes ayant vu le jour depuis celle de
Bird tant elles sont nombreuses. Par contre, il est clair que de grandes
lignes directrices peuvent étre dressées. Il s’agit de méthodes particu-
laires basées sur un splitting de 1’équation en une phase de transport
et une phase de collision. C’est a dire qu’a partir d’'une donnée initiale

17
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fO(x,v), on résout successivement 1’équation de transport

Bif"te + 0.V, [T =0,

fr2(0) = (A
pendant un pas de temps At puis la phase de collision

afn+1
ot

C’est essentiellement la phase de collision qui différencie les méthodes.
Dans un cadre probabiliste, le cotit de la phase de collision est en O(N)
ou N et le nombre de particules présentes dans un élément de volume
du domaine physique. Selon le type d’algorithme utilisé, les propriétés
de conservation des premiers moments sont respectées soit directement
(Bird), soit en moyenne (Nanbu, etc.). Il est cependant plus difficile
d’observer la décroissance de l'entropie en raison de la discretisation
particulaire dans I'espace des vitesses). L’intérét des méthodes probabi-
listes est le faible cott de calcul ainsi que 'adaptabilité a des problemes
physiques plus évolués (gaz a plusieurs composantes, prise en compte
des différents modes d’énergie interne, etc). Leurs défauts sont d’une
part les résultats bruités due aux traitements probabilistes et d’autre
part une quasi impossibilité de résoudre les problemes d’écoulement
proche de la limite hydrodynamique (le cotiit de la méthode dépendant
du pas de temps).

Tcheremissine, pratiquement en méme temps que Bird, propose un
traitement presque déterministe de la phase de collision [108]. Son idée
est d’imposer une répartition réguliere de ’ensemble des vitesses sur
une grille V, (cette grille reste fixe en temps et espace)

Q(fn+17fn+1)7 fn—l—l(()) _ fn+§(At)

Vi, = {h(i,j, k), (i,5,k) € Z*} (2.1.1)

ol h est le pas de discretisation. Ensuite f est remplacée par des poids
fi(t, x) associés a chaque vitesse v; € V,. La variation des (f;(t,z)); est
fonction de la phase de transport et de la phase de collision. Enfin les
collisions sont effectués entre toutes les paires de vitesses dans V. Le
résultat de chaque collision dépend du choix (aléatoire) de I’angle de dif-
fusion w . Les nouvelles vitesses ainsi obtenues n’appartiennent
pas en général a la grille V), et sont projetées sur les vitesses alentour.
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Afin de respecter les lois de conservation, I'ensemble des (f;**1)
multipliés par une fonction Gaussienne de renormalisation.

Pour terminer ce tour d’horizon, apportons une attention toute par-
ticuliere a une catégorie de modeles proches de 1’équation de Boltz-
mann.

; sont

Les systémes a répartition discrete des vitesses

Les physiciens, ou plutot dans I'ordre chronologique les mathéma-
ticiens ont proposé de de substituer a I’équation de Boltzmann des
systemes d’équations phénoménologiques portant sur un nombre finis
de vitesses. La fonction de répartition f(¢,x,v) est remplacée par un
ensemble de fonctions de répartition (w;(¢,x)); ot I'indice i se rapporte
a un ensemble fini de vitesses (v;);=1,... n). Notons que w;(t,x) n’est
en rien une approximation de f(¢,x,v;). L’évolution des (w;(t,z)); est
décrite par un systeme d’équations couplées

Ow; + v - v;.Vw; = Z F?;’ (Wq wp — Wi W;)
ot (2.1.2)
w;i(0) = w) i=1,..,N

17
ou les F?;’ sont les probabilités de transition
(va, vp) — (vi, v5)

On attribue souvent au mathématicien Carleman [30] le premier modele
a répartition discrete des vitesses. Un second modele du a Broadwell
[23] fut succédé par une approche beaucoup plus "mécanicienne” par
notamment Cabannes et Gatignol dans les années 70 [29] 51]. Remar-
quons que dans tous les cas, il s’agit d’une approche qualitative et non
quantitative des solutions de I’équation de Boltzmann et que 'étude
tres poussée de ces systemes ne fut pas axée vers I'approximation des
solutions de I’équation de Boltzmann. Néanmoins, ils respectent cer-
taines des propriétés fondamentales de 1’équation de Boltzmann, a sa-
voir : conservation des premiers moments et théoreme H. Ceci est une
conséquence immédiate des propriétés du tenseur (F?}’)ijab

Propriété 2.1.1.
Iy = r§ (2.1.3)
Iy =T (2.1.4)
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La propriété n’est autre que la micro-réversibilité. En ce qui
concerne les états d’équilibre, on montre qu’ils ne dépendent que des
invariants collisionnels. Cependant il se peut qu’en raison du faible
nombre de collisions, il apparaisse des invariants non physiques.

2.2 D’une méthode particulaire a un modele a ré-
partition discréte des vitesses [3§]

Dans tout ce qui suit, on fait le choix d’effectuer un splitting entre
la phase de transport et celle de collision. La convergence de ce splitting
vers la solution de ’équation de Boltzmann a été prouvé par Desvil-
lettes et Mishler [41]. On utilise aussi un schéma explicite en temps
en raison de la non linéarité du terme de collision. Des schémas impli-
cites viendront plus tard [24] [37]. Finalement, remarquons que pour le
splitting proposé ci-dessus, la phase de collision est locale en espace. Or
cette étape est de loin la plus difficile a résoudre. Nous nous bornerons
donc a ne considérer que I’équation de Boltzmann homogene en espace

O f(t,v) = Q(f, (L, v) (2.2.5)

avec

arn= [, [ rr=telsalo e dode., @220
vV=v—{(g,ww, v.=v.4(g,ww, g=uv-—u,. (2.2.7)

Comme nous I’avons mentionné dans l'introduction, nous avons fait
le choix de chercher une méthode déterministe particulaire avec poids
variables. On suppose donc que

ftv) = Eifi(t) 6(v — vy), (2.2.8)

ol les poids f; ne dépendent que de t tandis que I’ensemble des vitesses
(v3); est pré-défini et ne dépend pas de t contrairement aux méthodes
Monté-Carlo. On suppose que 'ensemble (v;); est dénombrable et on
se pose la question de savoir comment répartir au mieux cet ensemble
sur R3 pour pouvoir effectuer le calcul de Q(f, f). Un calcul rapide
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montre que le meilleur choix est celui de Tcheremissine : imposer une
grille fixe en vitesse. Ceci permettra au passage d’obtenir une invariance

Galiléenne discrete. On utilise alors ([2.2.8)) qu’on injecte dans QT (f, f).

Apres quelques manipulations, le terme de gain s’écrit sous la forme

Q+(f f) = Zabfafbr

(2.2.9)
F:b fs2 — Up, W>W) |Ua - Ub| Q(Ua - Ub,w) dw.

Le probleme est donc d’approcher les mesures sz. On écrit symboli-
quement

~ Z TE6(v — vy), (2.2.10)

ol les poids F?;’ se rapportent aux points d’intégration v; € V. L’in-
dex j est ici introduit de facon artificielle et correspond aux points
antipodaux aux vitesses v; sur la sphere de diametre [vg, vy]. Malheu-
reusement, il semble a premiere vue que l'intersection de ces spheres
avec les points de la grille V, donne peu de points d’intégration. C’est
pourquoi on a choisi dans un premier temps [38] d’élargir les supports
des distributions en les convoluant avec une fonction cut-off a la ma-
niere des méthodes particulaires en mécanique des fluides. Les résultats
numériques [38] ont cependant montré qu’il fallait mieux se restreindre
aux distributions initiales si ’on voulait obtenir des "Maxwelliennes dis-
cretes” a I'état d’équilibre. En regroupant I’ensemble des contributions
ci-dessus, on obtient

QH(f, ) (w) = S T fo

7,a,b
(la somme sur j est en réalité inexistante pour le terme de gain). On
utilise ces mémes poids pour le terme de perte en supposant que les pro-
priétés sont satisfaites. On doit alors résoudre le systeme
d’EDOs suivant

i,
D IR LI !
J,a,b=1

fZ(O) = f(O, Uz‘) V’UZ‘ € Vh.
Ce systeme hérite alors des propriétés des modeles a répartition dis-
crete des vitesses, a savoir : conservation de la masse, de la quantité

de mouvement et de I’énergie cinétique et décroissance de ’entropie
discrete (obtenues apres sommation).

(2.2.11)



22CHAPITRE 2. MODELES A REPARTITION DISCRETES DES VITESSES

Troncature du domaine des vitesses

Dans l'optique d’une résolution numérique de I’équation de Boltz-
mann par des modeles a répartition discrete des vitesses, il faut évidem-
ment travailler sur des domaines bornés. Nous avons introduit dans [99]
un cut-off qui permet de conserver toutes les propriétés de 1’équation
de Boltzmann et des MDV. Plus précisément, il suffit de remplacer la
section différentielle ¢(|g|,w) dans (2.2.6) par

QQ(U,’U*,W) = XQ(U,U*,W)(](|U—U*|7W)7 (2212)

ol Ygq est la fonction caractéristique définie par

oo~

: VA 4
1 si(v,0,,0,0)) € Q
0 sinon.

2.3 Formules d’intégration polaires [99, 96, 81]

Il reste a trouver des formules de quadrature du type (2.2.10) qui
convergent vers le terme de collision. Remarquons que si 'on est ca-
pable de trouver de telles formules, on aura réussi a jeter un pont entre
des modeles a répartition discrete des vitesses et ’équation de Boltz-
mann. En dimension 2, 'approximation ([2.2.10)) est directement liée
aux solutions des équations diophantiénnes p? + ¢*> = n pour p, q dans
Z et n € N. Gauss a prouvé (voir par exemple [62]) que le nombre de so-
lutions de ces équations est en moyenne borné (c’est a dire lorsque 1'on
considere ’ensemble des n € N). Ceci semble indiquer & premiere vue
qu’il y a peu de chance que notre premiere approche soit concluante.
Nous allons tenter de contourner cette difficulté en réécrivant le terme
de collision Q(f, f) (2.2.6]) sous une autre forme (voir par exemple [85].
On inverse les variables d’intégration w et v, dans de telle sorte
que

QRN =5 [ [ Flovw do.do. (2313)
ol on a posé

Fu,v,w) = (f'fi = f£) 19l a(lg],w) (2.3.14)

Pour la clarté de I'exposé, nous exposons tout d’abord les résultats
obtenus en dimension 2 de vitesse.
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2.3.1 Cas de la dimension 2 [99, [96]
se réécrit
Qf, f)(v) :% 027T fj;o fj;o F(v,r,s,¢)drdsdy, (2.3.15)
ol on a posé

F(”a TS, ¢) = f(’U + T’W)f(v + SWL) — f(v)f(v +rw + SWL)
xVr2 + s2q(\/r? + 52, arctan ;) (2.3.16)

avec
w = (cosy,sin), wh = (sine, — cos ).

On cherche d’abord une formule d’approximation de

+oo
/ F(v;,r, s,v)drds

o0

pour
vi € Vi ={h(i,j)/ (i,j) € Z°}
et ¥ € [0, 27] fixés. Ayant choisi § € Q avec p et ¢ premiers entre eux,
on voit facilement que les points
v =vi+kh(g,p),  v.=uvi+Ih(p,—q), V(kI)€Z
sont des éléments de V;, et qu’il en est de méme pour

Ve = v; + h(kq + Ip, kp — 1q).

Les points v, ainsi définis constituent une sous-grille réguliere V}* C V),
de telle sorte que l'on peut facilement appliquer la formule des rec-
tangles

fj;o fjoo: F(v;,r, s, arctan §) dr ds

~ W2 (P* + ¢°) Yo inz F(vi, hkg, hip, arctan L) (2.3.17)

Il reste maintenant a trouver une formule d’intégration sur [0, 27] fai-
sant intervenir les angles (arctan ), ,. Il va de soi qu'on doit se res-
treindre a un nombre fini d’angles. On choisit de sélectionner ces angles
en rappelant la définition des suites de Farey (voir [62] et références
dans ce livre).
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Définition 2.3.1. Soit n € N, on appelle suite de Farey d’ordre n et
on note F, la suite des nombres rationnels ordonnés

Fo={Z 0<p<q<netpng=1} (2.3.18)

ot p; N\ q; = 1 veut dire que p; et g; sont premiers entre eux. A chaque
pi/q; € Fy est associé un “arc” de Farey o que l'on définit (par abus
de language) par

n
«; = arctan ;41 — arctan u;

i + Di— .
avec |1 =0, punyy1 =1 et p; = w, Vi.
¢ + qi—1

Chaque arc de Farey o constitue naturellement un poids d’intégra-
tion associé au point d’intégration arctanp;/q¢; € [0,7/4]. On obtient
ainsi la formule d’intégration suivante pour toute fonction g définie sur
[0, /4] et suffisamment réguliere

o™ N

| ot =3 ot glarctan ™) (2:3.19)
0 i=1 ¢

On étend facilement facilement cette formule a [0, 27| par symétries. On
note alors

~ Pi
Fo= {5 0<Ipl lal < netlplAlal =1},

Le méme poids que précédemment o' (en tenant compte des symétries)
est associée a |E| pour tout élément de F,,. En regroupant (2.3.17)) et

k3

(2.3.19) on obtient la formule d’approximation de ([2.3.15])

Q(f, f)(v) =~ Z Z ol B (pi + ¢;%) F (v, hkq, hlp, arctan &)

pf?e].:n kleZ !
3

(2.3.20)

Théoreme 2.3.1. On suppose que F € C*(R* R, R, [0, 27]), alors l'er-
reur d’approximation de la formule précédente (2.3.20) est en O(hi%+
h?n?).

De plus les propriétés '2.1.3), sur le tenseur (U§))ijqp €tant sa-
tisfaites, le systeme d’EDQOs (2.2.11|) est conservatif sur les premiers
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moments et vérifie le théoreme H. Enfin, les états d’équilibre sont des
Mazxwelliennes

—(vi — U)2))
5

ot (o, u,3) € R x R? x R sont définis implicitement par les relations

de conservations

Siiev, aexp(FUF) o(v) = 0y, filt 2) p(v;)

pour p(v) =1, v, v°.

Milt,z) = a exp(

L’estimation de l'erreur repose essentiellement sur une majoration
de la longueur des arcs de Farey [62]. La caractérisation des états d’équi-
libre vient du fait que I'ensemble des invariants collisionnels I(V},) se
réduit a

I(Vh) = [L,v, [of].
2.3.2 Cas de la dimension 3 [99, [87]

Ce travail a été effectué en collaboration avec P. Michel en 1992
mais publié (en dehors de la these) nettement plus tard [81]. 11 s’agit
comme en dimension 2 d’approcher en premier lieu 'intégrale

/ F(v;, vy, w) du, (2.3.21)
R3

pour w € S?% et v; € V), fixés. A nouveau, la condition
vVV=v+trw eV,

implique que nécessairement w = m.|m|~! ot m € Z3. On effectue alors
le changement de variables

v, — (r,q) € R x m*t, r = (v. —v;, m.|m|™")

q =0, —v; —rm.|m|!

de telle sorte que

+o0
/ F(vi,v*,w)dv*:/ / F(vi, vi+rm.m|  4q,m.|m| ™) dg dr
R3 —oo Jglm

On reprend maintenant un résultat énoncé dans [99] avec une estima-
tion plus fine due a V. Panferov [92].



26 CHAPITRE 2. MODELES A REPARTITION DISCRETES DES VITESSES

Lemme 2.3.1. Soit m € Z3, alors l’ensemble des points ¢ € Z3 tels que
(q, m) =0 est un sous-réseau régqulier de Z* dont une base (mq, m3) €
Z° peut étre choisie de facon que :

max(|mal, |ms|) < [m]
D’autre part le volume de la cellule {m,my, ms3} est |m/>.
Ce résultat conduit a notre premiere formule d’approximation
fj;o qum F(vi, v +rm.m|™t + ¢, m.|m|™') dq dr
~ W3 m2 Y, cps Fvi, v + hkym + hkams + hkzmg, m.m|™1).
(2.3.22)

On cherche maintenant a généraliser la formule d’approximation ([2.3.19)),
c’est a dire a obtenir une formule du type

Gw)dwm Y BuG(m) (2.3.23)

SQ meﬂn

ou
Qu={m €7, |my| <n, my Am, Am, =1}
On commence tout d’abord par se ramener a un probleme bidimension-

nel en appliquant la projection suivante
1. Pour tout m € €2,,, on pose

r = max(|mgl, [myl, [m.]), {p,q} = {lma|,[myl, [m:|}/{r},

(ici il faut comprendre /{r} par "sans r”).

2. On introduit ensuite la projection II
IL:m— (p/r,q/r).

De cette fagon, tout point de €2,, devient un couple de rationnels dans
[0, 1]2. Tout repose alors sur un résultat d’approximation simultanée de
nombre réels par des rationnels.

Théoréme 2.3.2 (Dirichlet[62]). Soit n € N, V(z1,22) € [0,1]%, il
existe un entier r < n et des entiers p < r et q < r tels que

1
v

1
lre; —p| < —=, |rze —q| <

vn
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Ce résultat conduit & définir une surface élémentaire dans [0, 1]
pour chacun des rationnels de la forme (£, %) et dont le dénominateur
n’excede pas n

qur T {(fl,l‘g) € [07 1]2a |’T‘(ZL‘1,$2) - (pa Q)| = rlrif?; |’f‘i(l'1,$2) - (pza%)”
On définit alors les poids d’intégration (83),, sur S? par

Bin= )‘m|H_1(quT)| (Z B = 4T).
Qpn

ou A, tient compte des éventuelles symétries et/ot permutations liées
au changement de variables (m,, m,,m.) = (p,q,r) (voir (77)).

En regroupant ([2.3.22)) et (2.3.23)), on obtient la formule d’approxima-
tion

QUf ) = W’ 3, cq, B Imf?
> kezs F(v, v+ hkym + hkamg + hksms, m.m|™').  (2.3.24)

Théoréme 2.3.3. On suppose que F € C*(R3,R3,5?%), alors lerreur
d’approzimation de la formule (2.53.24)) est en O(log" + h*n?).

De plus, les conclusions de la proposition restent valzdes

2.4 Consistance du modele de Goldstein & al [94]

Reprenons le probleme associé a la formule de Goldstein & al [53]
55]. Afin de faire apparaitre clairement le probleme de 'intégration sur
les spheres Sy, de centre (v, +vp)/2 et de rayon |v, — vp|/2), on effectue
le changement de variable w — u € S? défini par et

, vtu. v —u , Ut ue v —
= = . 2.4.25
v 5 T35 % % 5 T U ( )

Ainsi, on réécerit Q(f, f) sous une forme bien connue,

// (f' fi— 1) s(g,u) dudv,, (2.4.26)

oll on a posé

1

—_— — -1
Teost]g 10) ¥ = (gw)lgl ™ (2.4.27)

s(g,u) =
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Soit v; € V), fixé, on note pour tout m € Z?*
Vj(m) = Ui + 2hm.

Afin d’approcher Q(f, f)(v;), on utilise d’abord la formule des rec-
tangles

Qf, /)(vi) ~ (2h)° Z/ — f(vi) f(Vjomy) $(2hm, w) du.

mez3

(2.4.28)

La deuxieme approximation consiste a écrire pour chaque sphere

/Sz(f(vl)f(vi) — f(vi) f(vjemy) s(2hm, u) du = N (v, vjm)) (2.4.29)

avec

N(vi,vj(m)) = ZS fa fb fz fj)’ (2430)

|m|

5;;’ = s(jv; — UJ\, w> (2.4.31)

ot uf? € S? est le vecteur correspondant & la collision (v;, v;) = (Va, V).
Par ailleurs r(|m|) est le nombre points v, € V), N S;; et la somme
s’étend sur de tous les couples antipodaux (v,,v,). L’ensemble de ces
points peut étre obtenu apres translation et homothétie de I’ensemble

V(|ml) = {(p1,p2,p3) € Z°/ pi + ps+p3 = Im|}. (2.4.32)

r(|m]) est le nombre de solutions de I’équation diophantienne

P, +p5+p; = |ml.

Des conditions suffisantes pour que I'approximation globale ([2.4.28)),(2.4.29)
converge sont

1. 7(Jm|) = oo quand |m| — +o0,

2. L’ensemble des points de V' (|m|) est asymptotiquement uniformé-
ment réparti sur la sphere de centre 0 et de rayon |m|.

En dimension 3 on a le lemme suivant qui est un résultat de Gauss [62]
amélioré plus tard par Siegel [105].



2.4. CONSISTANCE DU MODELE DE GOLDSTEIN & AL [94] 29

Théoréme 2.4.4 (Siegel ). Soit m € R? tel que |m| € N et |m| = 4*m,
avec my non divisible par 4 et my # T[8], alors pour tout e > 0 on a
l’estimation suivante

e (e)ml2 < r(Im)) < ea(e)ym{T2, (2.4.33)

ot les constantes c; et cg ne sont pas connues. Ici, on a adopté la
notation [.| pour “modulo”.

Remarque 1. 1. r(|m|) = r(my) pour tout |m| implique que les
points de V(4*my) sont les mémes pour tout a (modulo la division
par 4% ). Autrement dit, pour toute valeur de my non divisible par
4 et my # 7[8], il existe une suite V(|m|) de sphéres qui contredit
Uhypothése d’uniforme équirépartition quand |m| — oo/

2. Les valeurs de m = 78] correspondent a r(m) = 0, c’est a dire a
des sphéres telles que V,NS;; = 0, ce qui ne pose pas de probléme.

La seconde condition fait appel a des résultats beaucoup plus sophis-
tiqués de théorie des nombres sur les coefficients des formes modulaires
qui sont définis pour tout polynome homogene harmonique sphérique
p de degré [ par

o
0(z;p) = Z p(n) exp 2miz|n|* = Z Uy €XP 2TTIM 2.
neZ3 m=1
La tres grande difficulté porte alors sur I'estimation des coefficients de
Fourier a,, de 6. Les résultats obtenus successivement par entre autres
Iwaniec [64] et Duke [45] et que I'on peut retrouver dans un livre de
Sarnak [98] se résument par l’estimation suivante.

A < (e, Ym*3/28H2e m| = 1,2,3,5,6[8].

Le travail consiste ensuite a exploiter ces inégalités en effectuant un
développement en harmoniques sphériques des fonctions continues sur
la sphere.

Théoreme 2.4.5 (Iwaniec, Duke, Sarnak). Soit g une fonction conti-
nue sur S%, alors

1
- Z g (’z—’) —>/ g(u)du quand |m| — 400 (2.4.34)
S2

rml) o)

pour tout |m| =1,2,3,5,6[8]
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Bien que ce théoreme assure la convergence de chacune des inté-
grales , il faut que cette convergence soit uniforme sur tous les
couples (v, Vj(m)). Un résultat dit a Golubeva et Fomenko [57] donne en
fonction de la régularité de g une borne supérieure sur les coefficients
intervenant dans le développement de ¢ en polynomes harmoniques
sphériques. Ce résultat sera amélioré par Duke et _Shulze-Pillot [46]. 11
permet de dire que la convergence du théoreme est en |m| /17t
pour tout € > 0 si g € C*(S?)! 1l est évident que cette estimation est
extrémement faible du point de vue d’une formule de quadrature méme
si elle est une grande avancée en théorie des nombres.

Remarque 2. Une conjecture de Ramanujan portant sur les formes
modulaires raméne cette estimation en |m|~V/4*<. Il est intéressant de
noter qu’en raison de ’estimation de Gauss-Siegel, la distance moyenne
entre deuz points voisins appartenant a V (|m|) est de l'ordre de |m|~*/*
si |m| n’est pas divisible par 4. On en conclut qu’en raison de la conjec-
ture de Ramanujan, l'erreur d’approximation est du meéme ordre que
celur du "pas” sur la spheére. C’est a dire que grosso-modo, cette erreur
est équivalente a la formule des rectangles.

Une derniere étape consiste a ramener les formules d’approxima-

tions ([2.4.28) et (2.4.29)) pour un pas h et non 2h. C’est évidemment

la deuxieme formule qui pose probleme puisque 'on doit imposer des
conditions supplémentaires sur ’équation diophantienne

P2 +p.+ps = |ml.

Ces conditions sont équivalentes a étudier pour certaines valeurs de |m/|
les solutions entieres d’équations de la forme

207 + 4y® + 2 + 4wy = |m),

c’est a dire a généraliser le probleme d’équirépartition sur des spheres
a des ellipsoides. En fait, les résultats de Duke et Schulze-Pillot [46]
(voir aussi [80]) s’étendent aux formes quadratiques définies positives
(& coefficients entiers) et on a le résultat suivant.

Théoréeme 2.4.6. Palczewski, Schneider, Bobylev[94|] On suppose que
f € CKR?) (k > 6) est a support compact dans B(0, R) pour R > 0
fixé et que la section différentielle s(|g|,u) a une régularité suffisante
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pour que la fonction G, définie par (v étant fizé)
Gulvr) = [ (F005(00) = F@) () s(gl. ) du,
s

soit dans H**(R®). Alors pour tout maillage V), = {v, = hn, n € Z3}
et tout € >0, on a

Q(F, f)(vi) — 1’ Z N(vi,v;)| < c(e, k) R° Hszh%s*E Yv; €V

Vj€Z3

ot c(e, k) ne dépend pas de f.
De plus, si la conjecture de Ramanujan est vraie, Uerreur est en h'/?~¢.
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Chapitre 3

Approximation entropique et
premiers modéles BGK [104]

Le cout prohibitif des modeles a répartition discrete des vitesses
pour I’équation de Boltzmann est une barriere qui semble infranchis-
sable. En restant dans le méme cadre, Buet a proposé de n’appliquer
que partiellement et de facon aléatoire la formule de Goldstein & al
[28]. Les problemes rencontrés 'ont amené dans le méme temps a ré-
soudre séparément un ensemble de modeles a 4 vitesses. Et puis il
y a la these de Mieussens [82] qui propose une alternative non pas
nouvelle, résoudre le modele BGK au lieu de I'équation de Boltzmann,
mais qui ouvre d’autres horizons. Le probleme est abordé sous un angle
pratique avec une approche numérique globale. Temps, espace, vitesses
(discretes). Il en résulte un schéma aux volumes finis implicite en temps
et donc "compétitif’. Ce méme schéma s’étend naturellement au mo-
dele ESBGK [77] et méme a un modele BGK aux 14 moments origi-
nellement proposé par Levermore [71] mais corrigé dans cette méme
these pour faute de nombre de Prandtl incorrect. Il ne s’agit pas pour
nous d’améliorer le modele de Levermore mais d’exploiter la "projec-
tion” g — G(v) = exp(m(v)) pour le terme de gain QT (f, f). L’article
paru dans M2AN [104] est en fait composé de trois parties distinctes.
La premiere est consacrée a 1’étude mathématique de cette projection.
La seconde a celle des systemes aux moments de Levermore. Originel-
lement, ce chapitre se concentrait sur la nature hyperbolique ou non
de ces systemes et statuait pour I'hyperbolicité. Bien que la réponse
soit fausse, les outils introduits pour cette démonstration ont un grand

33
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intérét. Faute de n’avoir pu corriger l'erreur, la version publiée a été
notablement écourtée et coupée du pire comme du meilleur. Le chapitre
présent dans la version publiée évoque la possibilité de systemes mal
posés sans apporter de réponse nette. Hauck, Levermore et Tits [63] en
feront une étude tres poussée qui, tout en répondant a certaines ques-
tions, a le mérite de montrer sa propre “incomplétude”. Finalement, la
troisieme partie de 'article est consacrée aux modeles BGK généralisés
construits a partir de I'idée que nous avons eue. Nous ne présenterons
ici que les chapitres un et trois.

3.1 Probleme de réalisabilité et approximation en-
tropique

Junk a démontré [67] que la projection ci-dessus n’allait pas de
soi. C’est ce que nous appellerons le probleme de réalisabilité. Nous
rappelons brievement son résultat avant de proposer notre propre ap-
proche. Pour simplifier. les notations nous nous bornons au cas de
I’étude proposée dans [104] ou I'espace des moments P est de la forme
P =Py_; ®@R.|v|Y avec N pair et oit Py_;(R?) est I'espace des poly-
nomes en les variables (vy,--- ,v4) d’ordre plus petit ou égal a N — 1.
C’est a dire I'espace engendré par les monomes v4 = v{'vg’...vj* avec
lal = ¢ + ¢+ ... + g < N — 1. On note m(v) le vecteur dont les com-
posantes sont les monomes de Py _; plus |[v|Y. Ainsi tout polynome de
P s’écrit sous la forme a.m(v) ot o € R#F avec

B N-1+d
#IP_1+( N1 )

Junk étudie alors la structure de ’ensemble

A ={a e R*F/ /ea:p(a.m(v) < +oo}
et des moments y attenant. C’est a dire I’ensemble

p(E) = {/ m(v)exp(a.m(v),/ a € A}. (3.1.1)
Il est alors intuitif de penser que si pu(E) est strictement inclus dans

p(D) = { [mv)g/ 920,970, [ gv) 1+ v]") < +o0)
(3.1.2)



3.1. PROBLEME DE REALISABILITE ET APPROXIMATION ENTROPIQUES35

alors il y existera des cas de non réalisabilité. Il est nettement moins
intuitif de penser que ces deux ensembles peuvent étre différents. Junk
réussit & construire des moments dans p(D)/p(E) quand A NOA # (),
montrant des cas de non réalisabilité. Par contre, quand A et JA sont
disjoints (avec A non vide), on a u(D) = p(F) et la projection est bien
définie.

Notre approche est tout a fait différente et repose essentiellement
sur le lemme de Fatou. Prenons une fonction f non négative, non nulle
et dont les moments jusqu’a l'ordre N sont bornés. L’ensemble

Cr={920, [m(v)gv) = [m(v) 7v))

est convexe mais non fortement fermé. En relaxant la contrainte sur le
moment d’ordre N par une inégalité non stricte, on obtient un ensemble
fortement fermé. C’est une conséquence directe du lemme de Fatou. On
note ainsi

Cr={920, ulg) <* p(f)},
ou la relation p(g) <* p(f) est définie par

[viomr= [veso vid < v-tee [Iv o) < [Iv1¥ 50,

On a donc construit un ensemble fortement et donc faiblement fermé
par convexité. En ayant prouvé au préalable que tout ensemble de C'y a
entropie bornée est faiblement (relativement) compact, on conclut que
toute suite minimisante (g,), € Cy pour 'entropie va nécessairement
converger faiblement vers une fonction G € Cy. Mais l'entropie

H(f) = /fmf—fgfzq (3.1.3)

+00 sinon.

est strictement convexe sur son domaine. GG est donc 1'unique fonction
minimisante. Il nous faut maintenant la caractériser. Cela se fait en
deux temps :

1- On montre qu’en se restreignant & un ensemble compact K € R¢,
toute fonction A > 0, non nulle et dans L'(K) admet une projection
qui est une exponentielle d'un polynéme dans P.

2- G est inconnue mais on peut toujours définir la restriction de ses
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moments . (G) sur K et sa projection G = exp(ax.m(v). Mais si
G minimise I’entropie dans C +, elle minimise aussi ’entropie restreinte
a K sous contraintes d’égalités avec les moments py(G). Donc G res-
treinte a K coincide avec sa projection Gi. En appliquant ce raisonne-
ment pour une suite “croissante” d’ensembles K, — R? on en déduit
que ag, ne dépend plus de n. On peut alors passer a la limite par un
argument de convergence dominée et en déduire que G = exp(a.m(v).
Le cas ou la contrainte d’ordre N n’est pas saturée se traite de facon
similaire en restreignant les contraintes égalité aux moments d’ordre
inférieur et en tenant compte de la parité de N. On obtient alors le
théoreme suivant.

Théoreme 3.1.7. Soit N € N et f une fonction non négative dans
LY (RY) (L' a poids) telle que H(f) < +oo. On note

Cr={9>0, p(g) <" u(f)},

alors le probleme de minimisation de [’entropie

min H(g) (3.1.4)
gEC’f

admet une unique solution dans C’f qui s’écrit
G(v) = exp(a.m(v)).

Inversement, s’il existe une fonction de la forme exp(p(v) avec p € P,
alors cette fonction est unique (i.e il n’y a pas d’autre exponentielle) et
c’est la solution de notre probleme.

Les multiplicateurs de Lagrange ac sont entierement déterminés par les
contraintes pu(G) <* p(f). Si la contrainte d’ordre supérieure n’est pas
saturée, on distingue deux cas :

1- N impair. On a alors ae.m(v) € Py_q et G minimise H sous les
seules contraintes pqo(G) = pq(f), |q < N —1.

2- N pair. Alors a.m(v) € Py_o et o est entierement défini par

1g(G) = pg(f), gl < N —2.

Ce théoreme est en quelque sorte un résultat positif au regard de
celui de Junk qui exhibe les cas de non réalisabilité. L’équivalence des
deux résultats repose sur certaines propriétés des polynomes positifs
de P (dixit Junk). Ces mémes polynomes jouent un role essentiel dans
la caractérisation des moments de fonctions positives [67]. Le probleme
n’a pas été résolu a I’heure actuelle.
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Remarque 3. Le terme “projection” a été introduit par Csiszar pour
définir la fonction densité de probabilité P appartenant a un ensemble
convexe C' qui minimise [’entropie relative a une densité de probabilité
R donnée, ou entropie de Kullback-Leibler, i.e

P : Q
/Plnﬁdv—glelg/anEdv.

L’ensemble E des exponentielles dont les coefficients sont dans A n’étant
pas convexe, il était plus approprié d’utiliser dans notre cas le terme
approximation entropique en vertu de linégalité de Csiszar-Kullback
(pour des densités de probabilité)

|U—Gﬁ;§g/fmé.

Remarque 4. A nouveau, le terme "projection entropique” utilisé pour
la construction de schémas pour les équations hyperboliques [36] ne doit
évidemment pas s’interpréter de facon directe. S’il s’agissait de "pro-
jeter” des fonctions sur des polyndmes d’ordre un (en espace) en mi-
nimisant l’entropie sous contrainte d’égalités des moments d’ordre 0,
[inégalité de Bessel nous conduirait vers le schéma de Godunov ori-
ginel. Il n’y a dans cette projection aucune minimisation de quelque
norme que ce soit. La norme L' adaptée a la conservation ne le se-
rait pas pour assurer la positivité. Il s’agit donc tout simplement d’une
approzimation d’ordre deuxr par des applications linéaires au sens du
développement de Taylor.

3.2 Modeles BGK généralisés

Pour des raisons que nous allons voir plus tard, les modeles que
nous construisons ne s’appliquent qu’aux molécules Maxwelliennes. On
simplifie quelque peu l'opérateur de collision Q(f, f) pour la clarté de
I’'exposé

QU.H(v) = QH(F. ) —nf et QH(f.f) = / P fdv.do,

52 JR3
(3.2.5)
avec n = [ fdv et

g=|v—v., v = W (3.2.6)
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La Maxwellienne M du modéle BGK

R(f) = Z(M ),

ol 7 est un temps de relaxation vers I'état d’équilibre, est interprétée
a la lumiere du théoreme B.I.7 A savoir

"M est I'unique fonction qui minimise I’entropie dans I’ensemble

Coy = {920, polg) = ol f) = / (Lv, vy

Mais on peut aussi écrire

Cos = {9 >0, polg) ="’ / (Lv. VRTQ (£, f)v).

On pourrait dire que le modele BGK est le modele le "plus bas” dans
la hiérarchie des modeles que nous allons construire. L’idée générale
consiste alors a ajouter des contraintes dans le probleme de minimisa-
tion, de telle sorte que

[masnav= [ mew) (v
ou m(v) est un vecteur de moments de taille arbitraire et

R(f) =n(G - ).

On peut alors parler d'une approximation de Galerkin. Cette construc-
tion est assujettie a des conditions physiques et des contraintes de fai-
sabilité.
1. Lois de conservation.
. Invariance Galiléenne.

2
3. Le terme de collision doit assurer la décroissance de ’entropie.
4

. La limite hydrodynamique doit correspondre a celle de I’équation
de Boltzmann. Dans l'ordre : Euler, Navier-Stokes, Burnett, etc.

5. n7t [QT(f, f)m(v) doit étre calculable a partir de moments de
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A priori, il n’est pas nécessaire de prendre des espaces de la forme
P=Py_; ®R.|v|Y et on peut se restreindre &

E=Ey_ ®E|v|" (3.2.7)

ou Ey_; est un espace de polynomes de degré inférieur strict a N. Pour
satisfaire aux points 1 et 2, il est naturel d’imposer que
— () Eg = Vect[1,vy,v9, 03, |v[*] CE,
— (IT) en notant 'opérateur de translation 7, f(v) = f(v—u) et pour
tout O € SO(R?) (le groupe des transformations orthogonales
dans R?) 75 f(v) = f(Ov), on doit avoir

T R(f) = R(tuf), ToR(f) = R(70(f)), (3.2.8)
La restriction du modele aux molécules Maxwelliennes est une consé-
quence des conditions 3 et 5. Attardons nous un instant sur le dernier
point. Pour tout polynome p € E, on a

[t ppavavas = [ w5 ( / p(v’>dw) dvdv..

(3.2.9)
Mais 'intégrale sur la spheére de w9 avec |q| impair s’annule. En utilisant
les relations (3.2.6)), les termes en |v — v,|!q| s’annulent & leur tour. II
s’en suit que pour v (respectivement v,) fixé, 'application

2

{v. — / p(v',v.)dw} € P.
S2

Autrement dit, on peut obtenir le résultat de (3.2.9) par la seule connais-
sance de moments de f dans P ce qui répond au critere de faisabilité.
On pose maintenant

H(G) = min H(g) ot C.={g2>0, ulg) <" u(n™'Q"(f.1))}.

(3.2.10)
(p est ici réduit a 'ensemble E). L’invariance Galiléenne du modele est
alors assurée par un résultat de Junk et Unterreiter [68] : si on note p
les moments d’une fonction positive et non nulle g € L}, alors

Tuexp(a(p) m(v)) = exp(a(rup).m(v))

et
T exp(a(p). m(v)) = exp(a(rp) m(v))
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ol Ty = p(Tuf). La décroissance de I'entropie est le résultat conjugué
de (3.2.14) et d’'un théoreme difficile de Villani [109] qui ne s’applique

qu’aux molécules Maxwelliennes

H(Q™(f, 1)) < H(Q(f, f)).

On obtient alors apres quelques manipulations le théoreme H.

Théoréme 3.2.8.
/ R(f)Inf <0,

avec €galité si et seulement les deux assertions équivalentes sont satis-
faites
i) G=f=M,
i) R(f) = 0.

Il nous reste a étudier la limite fluide de tels modeles. C’est a dire
a effectuer le développement de Chapman-Enskog de

Of-+v.Vf.= %(G — fe). (3.2.11)

On a le résultat suivant.

Proposition 1. On se donne un espace de polynomes E de la forme
(3:2.7)), contenant Vect[1, vy, vq, v3, v;05, |v[*v] et invariant par transfor-
mation Galiléenne. Quand € — 0 dans (3.2.11)), on obtient a l'ordre 1
I’équation de Navier-Stokes
O(pu)+ V- (pu®u+pl) —eV: (uD(u)) =0, , (3.2.12)
Qh(3p?+E)+ V- (Gpul+E+p)u)+eV-J,=0.

ou p =nkgT, D (u) est le tenseur de Reynolds

D (u) = [vmw (vmu)ﬂ (Vo) L, (3.2.13)

1

3
= 2kgT est la viscosité et k la conductivité thermique. Enfin, le
nombre de Prandtl vaut 2/3.
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Le calcul de la limite fluide est tres délicat. Le point difficile repose
sur la linéarisation de R(f). Nous en profitons pour clarifier a la fois le
calcul donné dans 'article et effleurer quelques problemes relatifs aux
systemes aux moments de Levermore. D’apres le théoreme [3.1.7, pour
tout p € p(D) (3.1.2), il existe une unique fonction G = exp(ce.m(v))
telle que

H(G) = grgér;H(g) ot Cp={g>0, u(g) <*p}.  (3.2.14)

La construction des systemes aux moments de Levermore repose sur
la dualité entre les variables a et p via la transformée de Legendre de
h*(a) = [exp(a.m(v)). La transformée de Legendre de h*, notée h
n’est autre que la fonction entropie définie par h(p) = H(G) lorsqu'il
y a égalité sur tous les moments. Les systemes de Levermore seraient
bien posés si p — « était une bijection. Or nous avons mis en évi-
dence l'existence des cas de non réalisabilité ce qui prouve le contraire.

Autrement dit, pour p € pu(D)/pu(E) (3.1.1), on a pas hg(a) = p.

Cecl nous amene a définir une fonction non strictement convexe

h(p) = grggﬁl) H(g).

Nous en revenons maintenant au développement de Chapman-Enskog.
Le théoréme H [3.2.8 nous assure que f. se développe autour de M. En
notant p,; = u(QT (M, M)) et p; la perturbation du terme d’ordre &

dans Q*(f, f)
pr = 2/Q+(M,Mg) m(v)dv, (3.2.15)

on obtient dans un premier temps
1 ~
Glpy +epi + ) = - M (1 +em(v)".hpp(py)-pi + 0(82)> -

La Hessienne ﬁpp(p 1) est dégénérée dans les directions p avec p,, <*

p car h n’est pas strictement convexe. En comparant ce développement
avec celui de G sur une base de Hilbert (apres avoir orthonormalisé la
base de E), on obtient alors

1
Glpar+epl +..) = —M(1+2pf m(v) + O(=%)),
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oll, par comparaison avec le développement précédent, pi = m(v)7.h pp(Prr)-P1-
Sans rentrer dans les détails, toutes ses composantes sur Ex_; sont les
mémes que celles de pi (3.2.15). Finalement, on a

Lr(g) = pi m(v) — g,

ce qui veut dire que la restriction a Ey_; de Lg(g) correspond a celle
de 'opérateur de Boltzmann linéarisé. Comme [1, v, v;v;, [v|*v] C Ey_1,
on conclut facilement sur la forme de ’équation de Navier-Stokes.



Chapitre 4

La méthode de relaxation
des moments

On pourrait chercher a généraliser la méthode précédente a n’im-
porte quel type d’interaction moléculaire par des méthodes d’approxi-
mation des moments de Q(f, f) (voir par exemple [56] pour les gaz
multi-especes). Il faudrait distinguer ces approximations pour Q" (f, f)
et Q@ (f, f) puis tenter de mettre le tout sous une forme semblable a
celle des modeles BGK. Il faudrait ensuite s’assurer que la fonction de
relaxation a bien des moments dans p(D). Enfin, il faudrait s’assurer
que le modele vérifie le théoreme H. Ce programme semble long et fas-
tidieux, voir impossible. C’est pourquoi nous proposons une approche
simplifiée inspirée par le comportement des moments de f dans le cadre
de I’équation de Boltzmann homogene. On part toujours d’'un modele
BGK de la forme

R(f) = o(G = [),

ou GG va étre la solution du probleme de minimisation de ’entropie sous
certaines contraintes. L’idée est la suivante : puisque f — M quand
t — +o00, alors les moments de f pour des polyndémes orthogonaux a
Eo = [1, v, [v|?] pour le produit scalaire

(6:0) = [ o0 Mav

tendent eux mémes vers 0. On se donne donc un espace E = Ej &
Eg (voir (3.2.7)) ot Ey est I'espace des invariants puis on simplifie le

43
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probleme en imposant les contraintes

/R(f)p(v)dv = —)\p/fp(v)dv, Vp € By (4.0.1)

Il est clair que les lois de conservation se traduisent simplement par
A, = 0 pour tout p(v) € Eq tandis que les autres valeurs des A, doivent
étre strictement positives. L’autre idée a 1'origine de la méthode est
la suivante : chercher a copier I'opérateur de collision linéarisé tout en
restant dans le cadre de I’équation de Boltzmann, c’est a dire avec f
positif. L’étude du spectre de £ (& nouveau pour les molécules Maxwel-
liennes) nous dit d’ailleurs comment choisir les coefficients de relaxation
et les moments associés. Il s’agit tout simplement de prendre les fonc-
tions propres p comme polyndmes avec les valeurs propres associées
(=A,1). En notant f = M(1 4+ g), on a

— )\p/fpdv = —/\p/./\/lﬁ(g) L (p)dv = /Mc(g)pdv. (4.0.2)

R(f), s’il existe, serait alors égal & £ au sens faible et pour des fonctions
test dans E. Pour d’autres types d’interaction moléculaires, on peut
dans un premier temps se restreindre aux pseudo-vecteurs propres

A= {(v—u)@(v—u) —%||V—u||211}, (4.0.3)

B=(v—nu) Em (v—u)’— ngT} : (4.0.4)

ol m est la masse moléculaire. L’équation (4.0.2) n’est pas exacte méme
si les moments de f relatifs a A et B tendent vers 0 quand ¢ — +o0. 11
s’agit donc de trouver des coefficients de relaxation \y et Ag, etc. Ces
idées ayant été établies, nous avons commencé avec Stéphane Brull a
travailler sur le premier espace non trivial, a savoir E = [1,v,v ® v].
C’est I'objet du chapitre qui suit. L’interprétation de modeles déja exis-
tants faite a partir de ce travail nous a alors ouvert de de nouvelles pers-
pectives. En s’adjoignant ’aide de Vincent Pavan, nous avons construit
un nouveau modele pour les gaz a plusieurs composantes [22] que nous
décrirons dans le chapitre suivant. L’ensemble de ces travaux jette les

bases de ce que nous pourrions appeler la méthode de relaxation des
moments (MRM).
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4.1 Une nouvelle approche du modéle ESBGK [25]
[26]

Certes E = [1,v, v x v] n’est pas sous la forme Ey_; @ ||v||", mais
il présente 'avantage d’étre de degré maximal 2. Ce qui veut dire que
la solution du probleme de minimisation sera explicite. Pour simplifier
I'exposé, nous mettrons toutes les constantes physiques égales a 1 (la
masse m, kg,...). On se donne donc une fonction f(¢,x,v) de densité n,
vitesse moyenne u et température 1. L’ensemble des contraintes s’écrit

/ (1,0, |v|*) gdv = / (1,0, |v|*) fdv, (4.1.5)
R3

RS

/R Colg— AW do = [ FAW)a, (4.1.6)

R3
ou

v—u
VT

Pour trouver p et A, on va chercher a ce que les limites hydrodyna-
miques des équations cinétiques avec respectivement Q(f, f) et R(f)
comme second membre coincident jusqu’a Navier-Stokes. Il faudra bien
sur s’assurer de la réalisabilité du probleme ainsi que de la décroissance
de 'entropie avec caractérisation des états d’équilibre par des Maxwel-
liennes. On réécrit tout d’abord la contrainte sous la forme

V:

1
—/ cR@cgdv=a0+ (1 —a)TId="T. (4.1.7)
n Jrs

ol le tenseur des pressions O est défini par

1
G):—/ c®cfdv, c=v—u, (4.1.8)
n Jrs
et a=1-2
0
Réalisabilité

Théoréme 4.1.9. Soit f > 0, non nulle et dans Ly (L' a poids),
alors pour toute valeur o € [—%, 1] le tenseur T est symétrique défini
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positif et la solution du probleme de minimisation de [’entropie sous les
contraintes (4.1.5) et (4.1.7) admet une unique solution G définie par

1 1 1
G(v) = Wexp <—§<c,7' c)) . (4.1.9)

Inversement, pour que le probleme de minimisation admette une solu-
tion quelque soit f (avec les bonnes hypothéses), il faut que o € [—%, 1].

Contrairement & [5] ou le calcul de G est fait directement par mul-
tiplicateurs de Lagrange, on adopte ici une démarche plus proche du
chapitre précédent. On a prouvé dans [104] que Cy correspond a sa
fermeture dans L' (voir aussi [66]). C’est la condition nécessaire pour
que 'on puisse effectivement utiliser des multiplicateurs de Lagrange.
L’article de Vincent Pavan [95] met bien en lumiere ce résultat grace a
son approche par analyse convexe. Par ailleurs on souleve un probleme
non évoqué jusqu’a présent. Si C'y est non vide par hypothese dans le
théoreme [3.1.7] il existe un autre type de probléme de réalisabilité. A
savoir, quelles sont les conditions pour que C'y contiennent des fonctions
positives et non nulles ? Dans [66], ce probléme est abordé en dimension
1 pour E = [1,v,v?%,v3 v]. L’ensemble des moments "réalisables” est
identifié en faisant appel a une théorie assez élaborée [3] [4]. Dans le
cas de dimension quelconque, 'identification des moments réalisables
est directement reliée a celle des polynomes positifs de E [67]. Ici nous
prouvons par une construction "a la main” qu’étant donné p = (n,u, 7))
avec n > 0, u € R? et T symétrique défini positif, il existe une infinité
de fonctions positives et non nulles dont les moments sont p.

Calcul de p et A :
On suppose le théoreme H démontré et on effectue le développement de
Chapman-Enskog. En notant L 'opérateur linéarisé R, on doit donc
résoudre I’équation

1
Lr(g) =AV):D(u)+B(v) -V, (T) : (4.1.10)
ou D(u) est le tenseur de Reynolds défini précédemment (3.2.13)). Plutot
que de chercher g, on peut insérer cette équation dans I’équation (|4.1.6))
linéarisée et en déduire que

% ( R3M<A(V),A(V)>dv) D(u) = —\ . MA(V) gdv,
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(ici (,.,) est le produit scalaire avec contraction complete). Pour re-
trouver la bonne viscosité p, il suffit donc de poser

T
A= 12 (4.1.11)
1
d’ou 'on déduit que la fréquence vaut
A T
0= — (4.1.12)

l—a pl—a)

On utilise alors une forme plus précise de l'opérateur linéarisé dans
(4.1.10) que 'on multiplie par B(v). On obtient a nouveau par identi-
fication un lien entre p et la conductivité thermique & de notre modele
_5nT
2R

Ainsi le nombre de Prandtl est égal a

Y

5 1
PT:—@:QZ s
2k A 11—«

et il suffit de poser a = —% pour retrouver la conductivité thermique
physique k.

Théoréme H

Théoreme 4.1.10. Pour toute valeur de o € [—%, 1], on a

D(f) = [(Ga=pnfdv<o.

De plus D(f) < 0 pour —3 < a < 1 avec égalité si et seulement si
f=M.

Notre preuve differe de celle de [B] qui s’appuie sur U'inégalité de
Brunn-Minkowski. On remarque que H(G,) — H(G1) est du méme
signe que le polynome

p(z) = H 0; + H(az(T —0,)-T)

ou (6;); sont les valeurs propres de © (4.1.8)). On montre alors aisément

que p(—%) atteint son maximum - 0 - pour 6; = 0y = 03 = T, c’est a
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dire pour G_;/2 = M ce qui termine la démonstration.

Autres modeles

Bouchut et Perthame [21], puis Struchtrup [107] et enfin Mieussens et
Struchtrup [83] ont construit des modeles qui permettent de retrouver
le bon nombre de Prandtl en introduisant des fréquences de collision
dépendantes de la vitesse relative V. Ils s’écrivent sous la forme géné-
rique

R(f) =w(V],T) (M. = f).

Dans les trois cas, les fréquences de collisions sont ajustées de fagon a
retrouver le bon nombre de Prandtl tandis que les parametres des Max-
welliennes sont définies implicitement par les relations de conservation.
L’existence de M, est un travail assez technique dans [2I] méme si un
principe variationnel est évoqué. Dans [107], il est méme dit que M,,
n’est une Maxwellienne que si la fréquence ne dépend pas de |V| (ce
qui se révele étre faux). Quoi qu'il en soit, on peut dans tous ces cas se
ramener au principe variationnel du théoreme[3.1.7 u et T étant fixés,
w(|V|, T)dv est une mesure a laquelle on associe 'espace L} des fonc-
tions intégrable et d’énergie intégrable pour cette mesure. On définit
alors I'entropie

Ho(f) = /]R3 fnf—1)w(|V|],T)dv. (4.1.13)

Le théoréme se géndéralise aisément et on a

Corollaire 1. Soient u € R? et T > 0. Alors pour toute fonction f
positive, non nulle de vitesse moyenne u, température T et dans L, il

w?

existe une unique fonction M, solution du probleme de minimisation

M, = ;Ielicll M (9), (4.1.14)
Cr= {920 [ (o loP) (g~ (V). T)do=0}.

Cette fonction s’écrit

M, (v) = (%;W exp (—%) (4.1.15)

ot (ny, uy, T,,) sont déterminés de facon unique par la relation M, €

Cy.
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4.2 Modéele de Fick pour un mélange de gaz [22]

Se dessine désormais une feuille de route pour la construction de

modeles a suivre. Elle passe par l'écriture formelle de contraintes de
relaxation de moments, son identification via la limite fluide et enfin
la construction de la (des) fonction(s) de relaxation via le probleme
de minimisation. Le probleme de réalisabilité ainsi que I'obtention du
théoreme H se feront dans un second temps. Dans le cas d’'un mélange
de gaz, I’écriture des équations de Navier-Stokes n’est pas unique. D’un
point de vue physique, les phénomenes connus sont les lois de Fick, So-
ret, Dufour, Fourier et Newton. Seulement, le passage de I’équation de
Boltzmann a celle de Navier-stokes ne rend pas directement compte de
ces lois. Nous identifions dans un premier temps la bonne formulation
comme étant celle issue de la thermodynamique des processus irréver-
sibles [80] [39]. Dans un second temps, 'obtention des coefficients et
moments de relaxation se fera en utilisant les propriétés de la matrice
de Onsager.
Apres avoir introduit les notations, nous consacrons la premiere par-
tie a établir une une écriture synthétique de la matrice de Onsager a
partir de 'opérateur de collision linéarisé. Nous calculons ensuite les
contraintes qui nous permettront dans la troisieme partie de construire
le modele de Fick. Finalement, outre une description rapide des pro-
priétés de ce modele, la bonne limite hydrodynamique est recalculée
sous forme d’un erratum par rapport a la version publiée de 'article.
Nous en profitons au passage pour introduire la "version” de 1’équation
de Navier-Stokes que nous utiliserons par la suite [111] [61] [52].

4.2.1 Notations et équation(s) de Boltzmann

On considere un gaz composé de p especes différentes auxquelles
on associe pour chacune d’elles une fonction de distribution f;. Les
quantités macroscopiques liée a cette espece sont notées respectivement
n’, p*, u' et T et sont successivement le nombre de molécules par unité
de volume, la masse volumique p’ = m;n’ olt m; est la masse de la
molécule, la vitesse moyenne et enfin la température. Leurs définitions a
partir de la fonction f;(t, x, v) est usuelle. Les quantités macroscopiques
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pour le gaz sont définies par

p p p
k k ko k
D S T o A )
— = = - (4.2.16)
E=&48]ul” = Zil(%n%le + S|, €= %k:BT.
L’équation de Boltzmann s’écrit
Vie[l,p], Oufi + v - Viufi = Qi(f), (4.2.17)

ou nous ne détaillons pas 1'écriture des termes de collisions (voir par
exemple [39] [61]. Les invariants de collisions sont les vecteurs ¢!, €
[1, p + 4] définis par

1 0 MUy myvy mMyv, myv?>

0 0 MUy Moy Mo, mov?
y T ) : ) ) )

2

0 1 MUy MUy myv, myVv

et on note K 'espace engendré par ces vecteurs. L’entropie H associée

aux équations (4.2.17)) s’écrit
1=p
HO:=3 [ (i)~ fav
i=1 /R

et on note M = (My,--- , M,) la liste des Maxwelliennes

: n' m; (v —u)?
Vie[lp M= — _exp (VYW ) (4018
ety (2nksT/my)} eXp( T ) (4.2.18)

qui caractérisent les états d’équilibre et annulent la dissipation d’en-
tropie. Finalement, pour toute liste de fonctions ¥ et ®, on introduit
le produit scalaire

i=p
U P) = b M d, 4.2.19
@@ =3 [ voma (1219)

qui se généralise a toute liste de tenseurs en appliquant une contraction
complete.
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4.2.2 Sur le lien entre Boltzmann et Onsager

Bien que l'obtention des équations de Navier-Stokes pour les gas
multi-especes ne soit pas nouvelle [33] [111] [61] - notamment celle qui
permet d’obtenir la formulation thermodynamique [39]- nous revisitons
celle-ci a I'aide d’outils "modernes”. Rappelons tout d’abord la formu-
lation thermodynamique de ces équations.

Vie[l,p], om'+ V- (nfu+J;) =0,
O(pu) +V-P+pu@u+l,) =0, (4.2.20)
GE+V - (Eu+Pu]+Jy[u] +J,) =
ol les flux sont définis par
o= STV ¢ eV (4
J, = Z] LoV () 4 LaqV (=), (4.2.21)
Ju = LyuD (u),

et u; est le potentiel chimique de I'espece @

2= ks (m (i) — gln (%kBT)) . (4.2.22)

m;

Pour obtenir ces équations a partir de ’équation de Boltzmann, nous
généralisons une interpretation des équations d’Euler due a Levermore.
On réécrit 'ensemble des Maxwelliennes M sous la forme

2 2
. Lbi u u m;v
Vie |l i = T T M SV — )
i€ Lyl Mi=exp ((kBT " ZkBT) T Y QkBT)
(4.2.23)
de telle sorte que pour n’importe quel opérateur de dérivation 0 on a

Vi e [1,p],0M; = M;0 (ai + B.-m;v + 7miv2) = M,;0V;,

ou les valeurs de («);, § et v sont explicitement définies a partir de
(£.2.23)). On constate immédiatement que le vecteur 9V = (9V4, - -+, dV})
est un élément de K. L’équation d’Euler s’écrit alors de maniere syn-
thétique

(OV +v.V,V, 0" =0, Vke[l,p+4].
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Autrement dit, la projection de v.V,V sur K est I'inverse de celle de
0;V qui appartient a K. On en déduit que la perturbation Mg d’ordre
¢ dans le développement de Chapman-FEnskog vérifie I’équation

Lp(g) = (I —Px)v.V.V,

=2 k' (T —Px)(Cy) -V (F) +A:Du)+B-V(-7),
(4.2.24)
ou Lp = (Lp1, -+ ,Lp,) est 'opérateur de Boltzmann linéarisé et A
et B sont les listes de tenseurs dont les composantes sont

(A), =

= e we - w - g v -l

(B), = (v —u) Bm (v —u)’— ngT} .

()

Enfin C; est la liste de vecteurs dont la j"¢ composante est v —u
et les autres 0. En plus de A et B, on voit ainsi apparaitre un nouvel
espace orthogonal a K qui va jouer une importance capitale.

Définition 4.2.2.

De (4.2.24)) on tire une écriture synthétique de la matrice de Onsa-
ger.

Proposition 2.

Ly = 3hg (L5 (T~ Pe) (C)], (T~ Pe) (G, (4226)

L= La =5 (C5'(B),(T-Pa) (C)),  (4227)
1
10
Lyg= %(ﬁ;l (B),B).  (4.2.29)

Luw=— (L5 (A),A), (4.2.28)

Et puisque L est auto-adjoint et négatif sur K+, la matrice de Onsager

est symétrique négative et son noyau est engendré par (my, -+ ,m,, 0)7 €
RP+1,
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Les propriétés de la matrice de Onsager reposent entierement sur
celles de (Q;(f)); et de 'opérateur linéarisé L£p. Nous définissons ainsi
une classe d’opérateurs qui permettent de reproduire "proprement” ce
passage cinétique—>macroscopique.

Définition 4.2.3. Un opérateur R est dit proprement défini si

1. son espace d’invariants de collision est K,

il vérifie le théoreme H,

les états d’équilibre sont caractérisés par les Maxwelliennes,

son opérateur linéarisé Lr a pour noyau K et est auto-adjoint,
symétrique et négatif sur K.

Il est important de remarquer qu’'un opérateur proprement défini ne
redonne pas a priori la bonne matrice de Onsager. Seules les propriétés
de celle-ci sont conservées.

4.2.3 Construction de 'opérateur de Fick

Avant de définir cet opérateur sur les bases que nous avons énon-
cées, attardons nous sur l'interprétation de cette méthode de relaxa-
tion sur les moments. Il s’agit moins de dire "nous voulons retrouver
la bonne limite hydrodynamique” que d’essayer de s’approcher au plus
pres de 'opérateur de Boltzmann. Mais les limites imposées au début
du chapitre [] sont celles de la linéarité. Du coup, 'opérateur que nous
construisons est plus proche de L5 que de (Q;(f));. D’une certaine fa-
¢on, notre construction reproduit au niveau cinétique ce qui est issu de
la théorie des petites perturbations en physique statistique [73]. Nous
nous limitons maintenant a n’imposer des contraintes que sur les mo-
ments relatifs a ’espace C

J=p Jj=p
QZ/ (Gj—fj)Wr,jz—ArZ/ fiweg, r=1--p—1,
=1 R3 j=1 R3

(4.2.30)
(la contrainte portant sur le p-itme moment doit juste traduire la
conservation de la quantité de mouvement). En vertu de la proposi-
tion [ la recherche de ces moments ne pourra s’appuyer que sur la
connaissance de (L;;); =1, ou de facon équivalente sur la loi de Fick.
Si (Ljj)ij=1,.p est donné soit par une approximation, soit par des va-
leurs expérimentales, la seule condition requise est que cette matrice
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soit symétrique négative avec un noyau engendré par (mq,---,m,).
Toute notre construction repose sur ces propriétés. Le programme est
identique a celui de l'interprétation des modeles ESBGK : identifier les
contraintes linéarisées avec la loi recherchée. On suppose au
préalable que R(f) est proprement défini et que £5;'(C) L B. On peut
alors toujours écrire w, = Y, ;C; (avec une condition ad-hoc sur
(ay.5)s pour tout 7 < p). En introduisant d’une part 1'’équation vérifiée
par la perturbation dans le membre de gauche de I'équation
(4.2.30) et d’autre part la loi de Fick dans le membre de droite, on
obtient, en tenant compte du fait que ’égalité doit étre valable pour
toutes des valeurs quelconques des V(u;/T), les égalités suivantes

p
kgl o |Gl = =AY aps Ly, Vr=1,..p—1,j=1--p

s=1
(4.2.31)
que l'on complete avec
p
0=> ap Ly, Vji=1--,p (4.2.32)
s=1

Remarquons que l'on obtient une écriture symétrique de ces équations
en posant a,; = W,;/||C}||. Cette formulation fait alors apparaitre la
matrice L* définie par
kpL;;
L= = (4.2.33)
Y IGHIC )

ainsi que la matrice W. L* possede les mémes propriétés que L (réduite
aces (p—1) x (p— 1) éléments) de sorte que (4.2.31]) (4.2.32)) sont
I’expression de la diagonalisation de L* par une matrice orthonormale
W. Les moments a relaxer s’écrivent alors

Wr:ZP:Wm S, r=1,,p—1, wp:Z %CS e K
s=1 s

Gl 1Csll
(4.2.34)
tandis que les coefficients de relaxation sont associés aux valeurs propres
(d¥), de L* par les relations
A=~ Vr=1,---,p—1, A\, =0, (4.2.35)

On vérifie aisément que pour tout r < p, le moment w, € C par
orthonormalité de la matrice W et de la base (C;/ ||C;||);-
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4.2.4 Réalisabilité et définition de R((f))
Aux contraintes (4.2.30) s’ajoutent les lois de conservation

vie[l,p+4], Z f) ¢l dv = 0. (4.2.36)

On écrit

Rz(f):Q<Gz_fz)7 7':17 P
et sans avoir encore évoqué le probleme de minimisation de I’entropie,
on est amené a vérifier si 'ensemble C'y des fonctions qui vérifient I’en-
semble des contraintes contient des ensembles de fonctions (g1, - , gp)
positives et non nulles. Les contraintes permettent d’établir
une relation entre U = (u!,...,u?)T et U = (uy, ..., u,)’

1 —
U-U=N"'w" (I - —A) WN (U -U), (4.2.37)
0
otton anoté N et A les matrices diagonales ayant pour termes (/py, - - - , /Pp)
et (A1,...,A,). On déduit ensuite de la conservation de I’énergie que
3 . 3 11 )
kT = SnkpT — 5 Z:: S Pilui — ), (4.2.38)

ot on a défini la température moyenne 7™ par

—nk:BT* Zm,/ v — uy) 2g;dv.
I1 suffit alors de s’assurer que 7™ est strictement positive pour que C}
soit non vide. De I'équation (4.2.37]), on déduit le résultat suivant.
Lemme 4.2.2. Pour toute valeur de o > max, \./2, on a T* > 0.

Proposition 3. Les fonctions qui minimisent [’entropie sous les contraintes
({4.2.36) et (4.2.30) s’écrivent

; n' m; (v— w)*
Viellpl, G = TR ) (4239

ou T est défini par (4.2.38)) et (4.2.37)).




56 CHAPITRE 4. LA METHODE DE RELAXATION DES MOMENTS

Ce résultat définit entierement notre modele. Sil’on voulait en écrire
proprement la démonstration, il nous faudrait généraliser le théoreme
[3.1.7 Disons que les contraintes s’élevant sur des polyndémes d’ordre
2, nous pouvons directement exhiber la solution par multiplicateurs de
Lagrange.

Remarque 5. La contrainte du lemme sur la fréquence de col-
lision porte sur linverse des wvaleurs propres de L*, ou encore de la
matrice de Fick. Les valeurs des N\, seront d’autant plus grandes que
les effets de diffusion (sur les densités) seront petits. On peut espérer
que dans un certain régime, la viscosité vérifie

max, A,

4.2.40

=

auquel cas il suffit de poser comme pour le modele BGK classique o =
nkgT /i pour retrouver la bonne viscosité a la limite hydrodynamique.
On peut alors dire dans ce cas que 1/ n'est autre que le temps de retour
pour que le mélange revienne a ’équilibre thermodynamique [32)].

4.3 Propriétés de ’opérateur et limite hydrodyna-
mique

Il est clair que les lois de conservation sont respectées puisque in-
cluses dans les contraintes. Le théoreme H repose sur un argument
technique et de type mathématique. Nous en donnerons une version
thermodynamique plus générale dans ’article incluant la chimie. Il en
est de méme pour la caractérisation des états d’équilibre et on a

R(f):0(:)G:f:M(:>Z/(Gi—fi)lnfi:O.

Finalement, on peut effectuer un calcul direct pour obtenir la forme de
I'opérateur linéarisé et on a

;CR =0 (PK + Ro PC — I) s (4341)

ou R: C— C est défini par

Vrel,p—1],R(w,) = (1—%) W,
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On en déduit que Ly est auto-adjoint négatif sur K+ et de noyau K. En
conclusion I'opérateur R/(f) est proprement défini et on peut maintenant
procéder au calcul de la limite hydrodynamique de notre modele. Nous
allons maintenant corriger une erreur commise dans [22] et aussi dans

[27].
4.3.1 Erratum

En réalité, le calcul de (Z —Px)v.V,V donne B et non B dans
(4.2.24) ou B est défini par

B; = m;(v —u) (1(V—u)2 2

: (4.3.42)

Bien qu’'appartenant a K+, ce vecteur n’est pas dans C* (voir definition
1.2.2)). Ce qui veut dire par exemple que 'on a pas

p
1= L5V (7).
j=1

contrairement a ce qui a été écrit dans notre article. Il manque donc
un terme en V(1/7). Les vecteurs (w, ), et les coefficients (), restent
inchangés puisque calculés sur la seule connaissance de (L;;); j=1.... p-
Mais ils ne sont pas explicites et le calcul de E;L.l(]é) peut s’avérer
difficile. Nous proposons de contourner cette difficulté en utilisant le lien
qui unit la formulation thermodynamique a celle ol (voir par exemple
611 [52])

p
) . ) T
miJ; = — ZpZDij% - pZQiVT, Vi e {1;p}. (4.3.43)

J=1

Le lien entre ces deux formulations a été établi par Kurochkin, Ma-
karenko and Tirskii [69] et consiste essentiellement a trouver com-
ment passer d'un jeu de variable a 'autre. La matrice de diffusion
D = (D;j); j=1,. p est directement reliée a (L;;); j=1,.. , par la relation

kpLi
Dyj = — 2B, (4.3.44)

nind
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(attention, les relations établies dans [69] valent pour les flux de masses
volumique). D’un autre coté, les coefficients de diffusion thermique
valent

. SR 1
nlei = 5]63 Zsz — TLZq
k=1
L’intérét est que
1
ei = g(lIlDlvﬁl_%l(B»?

oll 'ensemble des vecteurs WP sont définis par

1 :

whi— (@rﬁ) (v—u), i=1--.p. (4.3.45)

p; P

Mais ¥ € C et donc §; = 0. On en déduit que

~ _ 5 J=p
Liq = Lq = §kBTZ Lij,
j=1

qui remplace la vraie valeur (4.2.27) dans (4.2.21]). On peut encore

écrire en terme de flux de masse volumique

P
md =3 plDZj%. (4.3.46)

j=1

Par le méme type de calcul, la vraie valeur de Lgq (4.2.29)) doit étre
remplacée par

- SELTS S~ my (BERT\ &
Lgq = — 20 ZE—F 20 ZLU’

i=1 i,j=1

et on peut aussi écrire

p
Jg==AVT+ > himJ, (4.3.47)
i=1
ou la conductivité thermique partielle X et les enthalpies spécifiques
(h;); valent

kT
hi:5B Vi.

m; ’ 2771Z

5ELT <~ ng
20

\ =

i=1
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Finalement T
Ju=—jiD(u) aveci= "% (4.3.48)
0

et on a égalité entre [ et la vraie viscosité p (4.2.28]) sous la condition
[r2.10).
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Chapitre 5

Gaz polyatomiques avec
réactions chimiques ”lentes”

5.1 Un cas simplifié [27]

Nous décidons avec Stéphane Brull d’exploiter d’un c6té les pro-
priétés de notre modele pour les mélanges et de 'autre les modeles de
I'équipe de Parme [59] [14] pour une collision chimique bi-moléculaire

M; + M, = M;+ M,y (511)

avec un seul niveau d’énergie interne E; par molécule. On peut trouver
par exemple dans [97] le systeme d’équations de Boltzmann correspon-
dant a ce systeme. Les collisions mécaniques sont purement élastiques
et on peut donc utiliser directement le modele de Fick. Si 'on se met
dans le cadre ou les temps caractéristiques des collisions mécaniques
sont petits devant les temps caractéristiques chimiques, il est relative-
ment naturel de séparer les opérateurs visant a approcher chacun des
phénomenes. En I'occurrence, tirer avantage des travaux précédents et
des modeles pour la chimie. On peut séparer les modeles de Spiga & al
en deux groupes :

1- Modele BGK basé sur I'approche de Andries, Aoki et Perthame pour
les molécules Maxwelliennes [1]. Les contributions chimiques doivent re-
donner sous I’hypotheése d’équilibre thermodynamique (approximation
chimie lente) les bonnes moyennes pour chaque espece de la quantité
de mouvement, de I’énergie cinétique et des taux de production molé-
culaires. Cependant, le modele est mal posé (possibilité de température

61
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négative) et le théoreme H n’est valable qu’a I’équilibre thermodyna-
mique.

2- Opérateur de type BGK construit a partir de fréquences de collision
quelconques, respectant les lois de conservation et fermé par une loi
d’action des masses. Caractéristiques : théoreme H mais pas d’approxi-
mation des taux de production moléculaires.

A noter que ces deux types de modele incluent phénomenes mécaniques
et chimique en un seul opérateur de type BGK. Il est cependant aisé
d’en effectuer un splitting. Nous choisissons d’additionner au modele
de Fick le modele de type 2 afin d’assurer la décroissance de ’entropie.
Pour résumer (un peu drastiquement) 'article, la difficulté principale
sera le calcul de la perturbation a l'ordre € des termes de production
chimique dans le développement de Chapman-Enskog. Il s’agit d’éta-
blir les variations des états d’équilibres thermodynamiques et chimiques
dues aux variations de densités et de température.

5.2 Un modele pour la simulation de mélanges de
gaz polyatomiques raréfiés avec réactions chi-
miques [103]

1- Préambule

Poussons un peu plus loin I’analyse de la pertinence d’une approche
cinétique basée sur [27]. Il nous faut supposer que les temps caractéris-
tiques des collisions mécaniques et de relaxation des énergies internes
sont petits devant les temps chimiques mais pas suffisamment petits de-
vant le temps caractéristique d’évolution des variables macroscopiques.
En d’autre terme, nous nous autorisons un déséquilibre un peu supé-
rieur a celui de I’équation de Navier-Stokes. Nous voulons tirer avantage
a la fois de la modélisation du régime "Boltzmann linéarisé” proposé au
chapitre 4 et de la connaissance des processus chimiques a 1’équilibre
thermodynamique. Ce régime particulier n’inclut évidemment pas le
cas de forts déséquilibres vibrationnels pour lesquels on peut, a nou-
veau sous certaines hypotheses concernant les nombres de Knudsen
associés a chaque degré de liberté (par exemple pour les écoulements
hypersoniques), revenir a des systémes aux moments ou la population
de chaque niveau d’énergie de vibration pour chaque espece hérite de
sa propre équation avec notamment un terme de cinétique chimique
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[89].

Dans le régime que nous traitons, il n’est pas concevable de traiter
séparément les collisions chimiques, c’est a dire pour chaque niveau
d’énergie interne de chaque réactif et produit, et ceci pour des raisons
de cout. On ne peut donc pas additionner des modeles chimiques du
type 1 ou 2. Il nous faut construire un opérateur englobant I’ensemble
des collisions pour chaque réaction, capable d’approcher les taux de
production moléculaire, bien posé et entropique contrairement au mo-
dele de type 1 [59]. 1l faut enfin que ’ensemble des parametres requis
pour cette construction soit calculable ou bien donné par des formules
empiriques.

2- Notations et généralités

Nous adoptons des notations proches de celles du chapitre 4 mais
adaptées au cas des molécules avec plusieurs niveaux d’énergie interne.
On considere un mélange de gaz polyatomiques. L’ensemble des especes
est noté S. A chaque espece ¢ du mélange est associée une fonction de
distribution f;(t,x, v, I) ou I'indice muet I représente n’importe quel ni-
veau d’énergie dans un ensemble €2;. La I°"¢ valeur de 1’énergie interne
dans w; est notée E;;. C’est la somme du I°"¢ état d’énergie quan-
tique et de I'énergie de formation de 'espece i. Les densités, masses
volumiques, vitesses moyennes par espece ou vitesse moyenne générale
sont obtenues de la méme fagon que dans le chapitre 4 en ajoutant aux
moyennes sur les vitesses la somme sur les ensembles de niveaux d’éner-
gie adéquats. Par exemple, I’énergie interne £ par unité de volume est
définie par

1
£=2. / (5milv = w) + Eur) filt, @, v, Bur)dv. (5.2.2)
€S

La notion de température générale est plus complexe. Elle est décrite
via ’annulation de la production d’entropie non réactive une fois que
I'espace des invariants collisionnels K associé aux termes de collisions
mécaniques a été identifié. Sans entrer dans les détails sur la forme de
ces termes que nous noterons S;(f) (voir [111] [52]), K est engendré par
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I'ensemble des vecteurs ¥, 1 € [1,#S + 4]

1 0 M1 Vs M1y miv, %mlv2 + Fqg

0 0 Moy Moy MoV, §m2V2 + FEor
T ) ) ; ) .

0 1 My Vs My 0y MV, tm,v:+ By

On définit ensuite ’entropie physique

SKR (f) = —k, Z /f, log(Birf;) — 1)dv (5.2.3)
ou 3
5il — ai[;ﬁ”

hp est la constante de Planck et a;; la dégénérescence du niveau d’éner-
(2

gie E;r). Finalement, le terme de production d’entropie liée aux chocs

mécaniques s’écrit

= —ky Z / ) log(Bir fi)dv;.

i€S
IeQ,

Ce dernier s’annule si et seulement si les fonctions f; sont de la forme
; 1 n; m; Eir
MZ———exp{— v; — V)% — }, 5.2.4
Bir Qi QkBT( ) ks T ( )
ou (); est le produit des fonctions de partitions translationnelle

o 2mmik T\ */
Qi = T2 )
P

et de I’énergie interne
QM =Y "ay eXp( kBZJI“) (5.2.5)
IS

Ainsi, T est définie implicitement par la relation (5.2.2)) en remplagant
fi par M" pout tout ¢ € S. Plus précisément on a

gzzni(ngTJrE(T)), Ey(T) O (T) Z““ ”eXp< kBT)

€S IEQ

(5.2.6)
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Pour ce qui concerne la chimie au niveau cinétique, nous nous bornerons
a quelques notions élémentaires et proposons au lecteur intéressé de lire
dans un ordre historique [72] [70] [60] [52]. D’autres travaux permettent
de substituer aux probabilités de collision chimique des sections diffé-
rentielles (voir par exemple [75] et [42] pour les propriétés requises).
Nous considérons le cas de collisions au plus triples (succession de deux
collisions) et les réactions chimiques sont notées

> My=> M, reR, (5.2.7)

keFT leBr

ou F" et B sont respectivement les indices des (especes) réactifs et des
produits. Dans le méme ordre les coefficients stoechiométriques pour

une espece i dans cette réaction 7 sont v, et vL et on note v, = v2 —vL .

7

Meéme si ces coefficients sont nécessairement nuls lorsque ’espece ¢ n’est
pas présente dans la réaction, nous introduisons pour la clarté du propos
les sous-espaces S, des réactifs et produits (comptés une seule fois) de
la réaction r. Le terme source pour une espece i correspondant a la
réaction r est noté C7(f) et la somme de toutes les contributions C;( f).
Il va de soi que les collisions chimiques respectent la conservation de la
quantité de mouvement et de 1’énergie globale mais que contrairement
au cas mécanique, ce sont les masses volumiques relatives a chaque
atome qui sont conservées. Si m; est la masse d'un atome [ et a; le
nombre d’atomes [ dans l'espece i, les invariants chimiques sont les
masses volumiques relatives a chaque atome qui sont présentes dans le
mélange

ﬁl = Thl Z Q41 ni, vi. (528)
€S

Pour finir, le systeme d’équations de Boltzmann a résoudre est le sui-
vant

Oufi +v.Vofi = Si(f) + Ci(f), ies. (5.2.9)

3- Modele mécanique

La construction de R™ (f) ne varie en rien de celle opérée au pa-
ragraphe 4.2. Nous préférons toutefois opérer la premiere étape en se
basant sur la la matrice de diffusion D = (D;;); jes (4.3.43) (paragraphe
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4.3.1)) plutot que sur la matrice issue de la thermodynamique. Ainsi la
construction repose sur la diagonalisation dans une base orthonormée

de D* = —L* définie via le changement de variables opéré dans [69]
VPiPj .
D}, = Y—=D,;, : . 2.1
5= e D i,j €S (5.2.10)

Une fois ce travail effectué, les contraintes conduisent a la dé-
finition des vitesses (u;);es des fonctions relaxation (g;);. On
doit ensuite y ajouter les lois de conservation dont notamment celle de
I’énergie interne

"1 "1
£ = Zipz(uz—u)Q—i—E* = Z—p’(ui—uf—i—é’*,

- — )
i=1 i=1
ol
EF = Z 1mi/(v —u')ifidv, &, = Z lmi /(V —u;)%g;dv.
€S 2 €S 2
1€, 1€Q;

(5.2.11)
Il est clair que la relation &, > £* est une condition suffisante pour
la réalisabilité du probleme de maximisation de l’entropie sous les
contraintes énoncées ci-dessus (cf proposition . Nous allons voir que
cette condition est bien plus importante que cela. Nous améliorons dans
un premier temps le résultat obtenu dans le lemme {4.2.2] en utilisant
I’'orthonormalité de la matrice W et la relation :4.2.37 . La condition
optimale portant sur la fréquence de relaxation o™ pour que 'inégalité
sur les énergies internes ait lieu est

A\2V|12 —
oM = % avec V=WN (U-U). (5.2.12)

Nous en tirons une premieére conclusion (qui d’ailleurs peut étre aussi
déduite du lemme . Le modele est a priori bien posé dans la limite
ou les fonctions (f;); tendent vers ’équilibre thermodynamique, c’est
a dire dans la limite ou les termes de diffusion s’annulent (A\; — 0).
Le deuxieme intérét pratique est d’optimiser la contrainte portant sur
oM de facon & ce que si possible la fréquence de relaxation ait un sens
physique. Dans le régime Boltzmann linéarisé et pour un seul gaz, le



5.2. UN MODELE POUR LA SIMULATION DE MELANGES DE GAZ POLYATOMIQUES RAREFIES A

temps caractéristique 7 de relaxation des énergies internes dépend de
la viscosité volumique « [61]

3 ¢,
sEvgrriaofdy,
2pclnt

-
oll ¢™ et c, sont respectivement la chaleur spécifique due a I'énergie
interne et la capacité calorifique a volume constant par molécule. Nous
prenons ce méme temps pour le mélange. Rappelons que la pression p
est alors définie a partir de la masse molaire moyenne m

R N
p=p=T, 0= 4—”p (5.2.13)
m zz‘:1 m;
oll R est la constante des gaz parfaits et N le nombre d’Avogadro. On
pose alors
2 int
oM = max (—BC , @M) , (5.2.14)
3a ¢,

et, en tenant compte des contraintes de conservations et de la relation
(4.2.37)), on obtient un résultat similaire a celui obtenu dans [22].

Définition 5.2.4. La maximisation de [’entropie sous les contraintes
ci-dessus définit de facon unique l'ensemble de fonctions MY = (MM ... ,Méw)
o

1 n;

M_ _—_ __— _ N e B
M; = 3, 0.1 eXp{ 2kBT*(v u;) kBT*}’ (5.2.15)

et T, est défini implicitement par la relation

£ = Zni(§kBT* + E,(T)), (5.2.16)
; 2
€S
(voir (5.2.6)) ). L’opérateur R™ (f) s’écrit alors
RM(f) = oM (MY —f). (5.2.17)

Remarque 6. La construction méme du modéle mécanique tmpose pour
["instant un unique temps de retour vers ’équilibre pour l’ensemble des
molécules. Ceci est un handicap lorsqu’il s’agit de comparer ce temps
aux temps caractéristiques de chaque réaction chimique. On peut évi-
demment imposer en plus de (5.2.14) que o™ soit supérieur ¢ toutes
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les fréquences de collisions mécaniques o™ pour que I’hypothése d’une
chimie lente soit a coup sir vérifiée. Le modéle proposé dans [1] tient
compte de ces différentes fréquences mais n’est valable que pour les mo-
lécules Maxwelliennes. De plus, son essence est bien loin de celle des
MRM. Il serait donc intéressant d’étudier la possibilité d’inclure diffé-
rentes fréquences de collisions dans le cadre des méthodes proposées au
chapitre /.

Le dernier point que nous allons évoquer pour le modele mécanique
est celui du théoreme H.

Théoreme 5.2.11. Le modele mécanique vérifie le théoreme H avec
caractérisation des états d’équilibre par les fonctions (M'); (5.2.4) si
et seulement si £, > E*.

Nous voulons donner ici une interprétation thermodynamique de ce
théoreme. En premier lieu, U'entropie des fonctions (f;);cs et des fonc-
tions (MM),cq ne dépend pas de la vitesse moyenne de chacune
de ces fonctions. Une fois que la conservation de la quantité de mou-
vement est respectée entre ces deux ensembles, ces fonctions peuvent
étre assimilés a des ensembles ou toutes ces vitesses sont nulles. On
maximise dans un premier temps l'entropie pour le premier ensemble
de fonctions sous les contraintes de densité, vitesse moyenne nulle pour
chaque fonction et énergie interne £ fixées. On obtient ainsi un premier
état du mélange caractérisé par des fonctions a 1’équilibre thermodyna-
mique M*. De fagon identique, on obtient pour les mémes conditions
avec énergie interne &, un deuxieme systeme a 1’équilibre M,. L’en-
tropie de chacun de ces états du mélange peut étre comparée grace au
second principe de la thermodynamique

1 i
DS = DE - Z %Dpl, (5.2.18)
€S
ot g; = (ksT/m;) In(n'/Q;) sont les fonctions de Gibbs spécifiques et D
la dérivée totale. Ici, I'entropie comme 1’énergie interne sont des fonc-
tions thermodynamiques construites a partir de Sk» appliquée
aux états d’équilibre (voir [52]). Cette forme différentielle étant totale

exacte, on peut l'intégrer sur le chemin ~(¢) = (1 — ¢)A + tB pour
t €[0,1] avec A = (&*,(p");) et B = (E., (p");). On obtient ainsi

S(B) - S(A) = / 5= §—§<w>> <8*—5*>dt=<5*‘5*)/0 ﬁdt’
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d’ou la CNS du théoreme.

4- Chimie

Comme nous ’avons mentionné en préambule, I'hypothese dune
chimie lente au regard des phénomenes mécaniques nous amene comme
dans [59] a approcher les taux de production moléculaires par ., [ Cf (M)dv.
Sans rentrer dans les détails, cette approximation n’est compatible avec
les lois de conservation chimiques que si I'on ne traite qu’une réaction.
Lorsqu’il y a plusieurs réactions, il n’y a aucune raison pour que les va-
leurs moyennées sur ensemble S, donné correspondent a celles des Max-
welliennes issues d’'un processus de relaxation vers des états d’équilibre
globaux. Plus précisément, la vitesse moyenne u” et 1’énergie interne
E" définies par

Pr=D ks, Zlem [ mifidv,
pru” = Zies,. Zzegi fminidVy

SO+ E =3 > e, JGmiv? + Eip) fi(t, z,v, Eif)dv,
(5.2.19)
ne correspondent en pas a celles que 'on obtiendrait en remplagant les
fonctions de distribution (f;)ies, par (M;);cs,.. Par exemple u” # u en
général. A l'approximation ), [ Cf(M)dv nous substituons donc
une seconde approximation ;. [ Cf(M")dv ot les Maxwelliennes
(M7)ies, ne dépendent que des valeurs ci-dessus.
Un autre probleme évoqué pour les modeles BGK de type 1 cherchant
a approcher les taux de production moléculaire ainsi que d’autres mo-
ments de C7(f) est celui du théoreme H. Nous pensons qu’il ne peut
pas étre prouvé (et n’est d’ailleurs pas vrai) car les fonctions de re-
laxation ne respectent pas les lois de conservation chimique. Un moyen
de contourner cette difficulté est de n’introduire qu'une fréquence de
relaxation pour I'ensemble des especes présentes dans la réaction r. La
réponse que nous apportons aux contraintes : approximation du taux de
production moléculaire 4+ production d’entropie consiste a introduire
séparément pour chaque réaction le systeme d’équations qui la décrit
dans un cadre homogene, a ’énergie interne £ constante et a I’équilibre
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thermodynamique

spz(s) miVir ?T(S)u Vi € ST?
pi(0) = m;n'(t,x), (5.2.20)
E(s) =E"(t,x), Vs=>0.

7r(s) est le taux de progression "Maxwellien” (ou encore a 'ordre 0)
de la réaction r. Ce taux dépend a chaque instant de n;(s) et de la
température 7,.(s) qui est définie implicitement par une équation du
type . La progression de la réaction r au temps s est au signe
pres

£'(s) = / 7. (u) du.
0
En considérant les densités n;(s), solutions de ((5.2.20)) a U'instant s

n;=n'"+v,£(s), Vie€S, (5.2.21)

et les Maxwelliennes

’(s.v n CImi(v—un)? By .
M= e R (525;’)

nous proposons dans un premier temps le modele suivant
7-(0)
£r(s)
On a pour tout s > 0 et pour tout 7 € S,

> / Ry (fi)dv = vy ((n'),E7) = > / C7(M")d

IeQ; IeQ);

Ri(fi) = (M = fi). (5.2.23)

Les lois de conservation, et notamment celles des densités des masses
atomiques sont respectées par construction. La production d’entropie
est une conséquence immédiate du fait que pour chaque réaction, I’en-

tropie S¥" ([5.2.3)) appliquées aux Maxwelliennes (M7 (s, v))es,

Skin,r(MT) — Z n; (ng E ij 10g

= Q( )) (5.2.24)
1€Sr " ner
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est 'entropie du systeme . Le choix de s est plus délicat. Il
faudrait en principe considérer le temps caractéristique de la réaction
la plus rapide et celui de la variation des variables macroscopiques. En
procédant de la sorte, 'ensemble des modeles construits ci-dessus aurait
un sens global : une sorte de splitting du systeme homogene global (cad
de type (5.2.20])) traduisant 1’évolution de toutes les masses volumiques
dues aux réactions chimiques (€(t, x) étant fixé). Malheureusement, les
déséquilibres par rapport aux Maxwelliennes globales (M?);cs
engendrent des termes de relaxations parasites du type

¥ [ momione = ot Z00 )
poz ?T(()) i u — ui
L0+ 2w )

Afin de minimiser ces termes et faute de mieux on pose s = +oo dans
. On note alors £"(+00) = £"1. Remarquons au passage que
7,(0)/&7° n’est pas une fréquence de collision. C’est le taux exact de
"relaxation” a 'instant 0 de la concentration massique p;(0) de chaque
espece i € S, vers sa valeur a 1’équilibre chimique. Sans entrer dans les
détails, on prouve le résultat de stabilité

=a"% < 400,
5r,eq_>0 57",6(]

ou " ne dépend que des valeurs macroscopiques a 1’équilibre. Il faut
comprendre cette limite comme étant celle ou les conditions initiales
du systeme sont proches de I’équilibre réactionnel. A nouveau,
un probleme se pose car a”°? peut étre non nul pour des réactions ou
un réactif et un produit ne sont pas présents, c’est a dire lorsque la
réaction ne peut pas se produire. On pose alors

Ri(fi) = Z(Oq) H(T,) (M7~ fi), (5.2.25)
= o (M~ fi), (5.2.26)

ou H est la fonction de Heaviside.

Pour finir nous proposons un seul terme chimique pour chaque espece
¢ qui prend en compte toutes les réactions auxquelles elle participe.
Cet opérateur est construit en calculant des valeurs macroscopiques a
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partir de celles des Maxwelliennes M’ pondérées par chaque taux de
réaction non nul. Par exemple

nd = —1 o Z/Mquv

Z7“/ ies, &' 7"/ i€S,  Iesy

= > oy (5.2.27)
Z:7”/ €Sy o r/ 1€Sy

On calcule de la méme fagon une vitesse u¢ et une énergie interne £°.
A (nf,uf, E) est associé une unique Maxwellienne

()

(v—u?)? - i} ;o (5.2.28)

1 n¢ m;
c _ - 7 . 7
M = 5, o) eXp{ 2k TC i) T IO

A nouveau T est défini implicitement par

7

66 = nf CRTE + B(TO)) (5.2.20)

Le modele final s’écrit

Définition 5.2.5.

RE(S) = () o) (MT=f)

r/ i€Sy

= of (MY = f). (5.2.30)

On retrouve tout d’abord le taux de production moléculaire a I’ordre

Z/ (ME = f)dv > vy Fol(n')i E7).

1eQ; r/ i€Sy

Ensuite, les propriétés de conservation de ces modeles sont identiques
a celles des opérateurs chimiques (C;(f));cs. Enfin la production d’en-
tropie chimique globale est positive ou nulle puisque chaque opérateur
est construit d’une part par combinaison convexe des Maxwelliennes
(M), et d’autre part par maximisation de I'entropie.
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5- Etude globale

Le systeme d’équations s’écrit maintenant
otfi +v.Vafi = o™ (MY = fi) + of (M = fo), Vi € §5.2.31)

On caractérise dans un premier temps les états ou la production d’en-
tropie globale est nulle. Nous avons le résultat général suivant.

Théoréme 5.2.12.
Vkin — VM +VC Z 07

(ici v€ est le terme de production d’entropie chimique). De plus v} =
0 est équivalent a chacune des assertions suivantes

i) fi = M'  Yi € S et tous les taur de production chimique T, sont
nuls,

i) M (MM — f) + of ME —f;)=0, Vies.

Il est a noter que ce résultat est équivalent a celui obtenu par Gio-
vangigli dans le cadre de la thermodynamique chimique [52]. Nous nous
attaquons ensuite au calcul de la limite hydrodynamique.

Proposition 4. Le développement de Chapman-Enskog de ([5.2.31))
sous Uhypothése de phénoménes mécaniques rapides (7' devant oM¥
dans (5.2.31)) conduit au systéme d’équations de Navier-Stokes (vrai
a O(e?) pres)

ohp' +V - (pu) +eV - J; = mw) + emyiy,
d(pu)+ V- (puu+pl)+eV-J,) =0,
(3o +E)+ V- (Gpu*> +E+p)u) +eV-J;=0,

ot les flux valent
P,
j=1 b
Ju = T —a(Veu)l—1nD (u),

p
Jy = —AVT+> hilJ;.

i=1
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Ici (Djj)ij est la matrice de diffusion provenant du "vrai” opérateur
de collision (Boltzmann). Les viscosités volumiques et de cisaillement
dépendent de la fréquence o™

. _2pc __ P
@ = g—M ) =

0

ot ™ et ¢, = 3/2ks +c™ sont les capacités calorifiques spécifiques. La
pression due aux réactions chimiques est définie par la formule suivante

reac _ C Cc z kBT —0
— ZQI i kT kBT)——2 i w0, + ——— ZQMC me e,

€S i€S

ot of, n¢ et TE sont définis en (5.2.30) (5.2.27) (5.2.29) et e; =

(%kBT + E;)/m; est Uénergie spécifique de lespéce i. La conductivité
thermique partielle est donnée par

dE n' 5 in
A= kBTZ ( dT) kBTZESkBHit).

ies ¢

Enfin, h; = (ngT + E;)/m; est Uenthalpie spécifique de lespéce i.
En ce qui concerne les termes sources chimiques, @9 est le taux de

production moléculaire a [’ordre 0
w0y = VZTT,« = Z/C’ (M)dv.
1eQ;
La perturbation a ’ordre 1 de ce terme vaut

_1 Q, a7,
Wy = Vjp—m (5.2.32)

ol Cy est la capacité volumique spécifique de l'espéce k et

l

= =T (Cjes, )5 =13, %) Vo
7 Ljes, € (7 = £) = g Ljes, i) €
o (Lges M €5) X (Zes, picu(1)/ (L es picus(T)):
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Quelques mots sur cette limite. L’erratum sur la limite du mo-
dele de Fick a été trouvée dans cet article. Elle concerne une notion
d’orthogonalité. Il est étonnant de constater que, contrairement a la
formulation (4.2.24)) portant sur la perturbation g et qui conduit direc-
tement a la matrice de Onsager, ’écriture de celle-ci lorsque 'on fait
intervenir les gradients des pressions partielles respecte d’orthogonalité
entre les différents "vecteurs” de tenseurs. Et pourtant, sans que cela ne
soit jamais évoqué de facon nette (voir par exemple [111] [61]). L’an-
nulation des coefficients de diffusion thermique pour le modele de Fick
en est une conséquence immédiate (voir la forme de 'opérateur de Fick
linéarisé (4.3.41])). On peut penser des lors penser que les premiers
auteurs ont surtout voulu se "débarrasser” des fonctions de partition
pour y substituer des grandeurs phénoménologiques, L’autre remarque
concerne les perturbations des taux de production ([5.2.32)) qui, comme
pour la limite obtenue en partant de I’équation de Boltzmann, font
apparaitre des termes en V,.u. Le calcul de ces termes est la tache la
plus difficile. Elle nécessite d’étudier les perturbations des états d’équi-
libre des réactions chimiques dues aux variations de densités mais aussi
d’énergie interne. C’est le travail réalisé sur les écoulements a 1’équi-
libre chimique dans [52] qui permet de lever la grosse difficulté quand
a la variation de la température par rapport a ’énergie interne (celle-
ci se devait et est effectivement strictement monotone sans quoi les
termes de perturbations auraient pu exploser sous certaines conditions
physiques!).

6- Aspects pratiques

L’orientation vers une modélisation qui tient compte des aspects
pratiques est au centre de ce travail. On pourrait objecter que le présent
modele repose sur des hypotheses physiques ad-hoc mais il n’en est rien.
Il est dans la continuité des MRM dont la validité est réduite au régime
Boltzmann linéarisé. Le calcul des coefficients dont dépend le modele
est fait de la fagon suivante.

Pour opérateur mécanique : Les algorithmes et logiciel développés
par Ern et Giovangigli [48] [47] permettent d’approcher la matrice de
diffusion D et donc aussi D* tout en respectant les propriétés
de symétrie et de positivité requises pour sa diagonalisation dans une
base orthonormée. Il en est de méme pour la viscosité volumique «
de telle sorte qu’a chaque étape de temps et dans chaque volume de
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la discrétisation en espace, I'opérateur RM (f) (5.2.17) est entierement
défini. Il est difficile de dire sans en avoir fait 1’essai si c’est le calcul
des parametres de 'opérateur ou bien son application qui cotite le plus
cher.

Pour les opérateurs chimiques : Hormis "la cerise sur le gateau”
qui consiste a passer de tous les opérateurs chimiques R (f;) (5.2.30))
a un seul opérateur RY(f;) (?7?), la définition effective de ce dernier
repose sur deux choses.

1. Remplacer les taux de progression 7, a 'ordre 0 par forme plus
commune en chimie

L o8 N CORES v | [CHCR L X o)

kesS keS

ot % = n* /N = p*/(N'my). La constante K/ (T) peut alors étre
approchée par une formule empirique empreinte de la loi d’Arrhe-
nius. Comme il est stipulé dans [52] et démontré dans , K°(T),
pour étre compatible avec la création d’entropie, doit alors étre
définie & partir de la relation K(T) = K!(T)/K¢(T) ou K¢(T)
est la constante d’équilibre de la réaction r. Celle-ci dépend di-
rectement de la variation d’énergie libre de Gibbs pendant la ré-
action. Nous noterons symboliquement —RT' In K¢(T) = A, G ou
le second membre est calculable a partir des données physiques.

2. Le point crucial est celui du calcul des concentrations et de la tem-
pérature a I’équilibre pour chaque réaction r ([5.2.20)). r étant fixé,
ces valeurs sont obtenues en maximisant ’entropie sur I’ensemble

X, = {(p' + viem; ¥)ses,, Vo € R} N (RIS (5.2.34)

olt X, est construit & partir des données initiales (p’(t, X));es, dans
(15.2.20]) et des lois de conservation des masses volumiques relatives
a chaque atome et réduites a I’ensemble S,.. A nouveau, des
logiciels tels que STANJAN [106] sont dédiés a de tels calculs. 11
faut cependant noter que ce n’est pas I'entropie “cinétique” S~
qui est utilisée pour obtenir ce résultat mais I'entropie
physique (i.e construite a partir de valeurs des capacités calori-
fiques). En cela, la production d’entropie telle qu’énoncée dans le
théoreme peut étre légerement perturbée.



Chapitre 6

Conclusion

Nous avons vu au cours des chapitres comment et pourquoi nous en
sommes venus a construire des opérateurs de relaxation. On peut évo-
quer parmi les difficultés rencontrées le cotut de calcul, les problemes
mathématiques (stabilité de schémas), physique (conservations, pro-
duction d’entropie, potentiel d’interaction quelconque, etc) mais aussi
le manque données expérimentales. On peut apparenter cette catégorie
d’opérateurs au modele BGK bien que I'approche en soit fondamen-
talement différente : le point de départ était bel et bien celui d’une
approximation de de I'opérateur de collision de type Galerkine (cha-
pitre 3). Cette approximation se limitait malheureusement aux molé-
cules Maxwelliennes. L’approche par relaxation des moments est une
conséquence directe de cette premiere tentative. Elle permet en un cer-
tain sens de répondre au probleme finesse de description/cott de calcul
dans des situations complexes (gaz multi especes monoatomique ou po-
lyatomique). Comme toujours, le domaine de validité de ces opérateurs
reste celui de I’équation de Boltzmann linéarisée. Hors de ce domaine et
compte-tenu de la complexité du terme de collision originel, on ne peut
que se réjouir de la venue de nouvelles méthodes numériques. Deux
avancées typiques sont les méthodes spectrales [87] et les schémas AP
[15]. Nous ne réduisons évidemment pas ces progres a ces seuls auteurs
et renvoyons le lecteur a article de Dimarco et Pareschi [44] pour une
plus large bibliographie. Dans I'optique d’une complexité croissante des
phénomenes abordés, c’est a dire en se tournant vers les mélanges de
gaz avec ou sans chimie, le probleme est avant tout une question de
modélisation (sans exclure pour autant ’aspect numérique). Dans la
continuité de nos travaux, il apparait nécessaire d’aborder les points

7
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suivants.
1. Simulation et comparaison avec les résultats existants.

2. Généralisation du modele de Fick basé sur tous les coefficients de
la matrice de Onsager.

3. Modele adapté aux lois de Stefan-Maxwell.

4. Affranchissement de la condition nécessaire de réalisabilité sur la

fréquence de relaxation (lemme et formule (5.2.14))) pour

notamment inclure la(les) bonne(s) viscosité(s).

5. Modele(s) a plusieurs températures pour les mélanges de gaz po-
lyatomiques.

6. Introduction de plusieurs fréquences de relaxation/collisions (i.e
une pour chaque espece) notamment dans le cas des réactions
chimiques lentes (voir remarque @

7. Forts déséquilibres et chimie.

Pour ce qui concerne le premier point, il semble qu'une méthode par-
ticulaire avec approche Monté-Carlo pour le calcul des termes de re-
laxation soit envisageable [2]. Il n’est pourtant pas acquis que cette
discretisation soit compatible avec le calcul de la matrice de diffusion
(représentativité des especes suffisante 7). Un cadre plus "naturel” est
évidemment celui des modeles a répartition discrete des vitesses pour
lesquels il s’agit essentiellement de remplacer les termes intégraux par
des sommes discretes. A premiere vue, cela ne semble pas poser de pro-
bléeme pour la construction d’opérateur BGK tel que celui de Fick. Rap-
pelons aussi que les questions relatives aux lois de conservation et a la
résolution numérique pour les MDV ont été abondamment discutées et
abordées dans [99] [96] et évidemment dans [82] pour les modeles BGK.
Cette approche pourrait néanmoins se heurter a la "gourmandise” des
molécules polyatomique en terme de capacité mémoire, dessinant en
cela une limite & ’approche cinétique pure (méthode Monté-Carlo ex-
cepté). Il n’est donc pas raisonnable de distinguer les niveaux d’énergie
interne de rotation et de vibration. Impossible alors de s’attaquer aux
gaz avec forts déséquilibres sur les énergies de vibration. Par contre, cela
n’interdit en rien de construire des modeles a deux températures pour
espérer retrouver les bonnes viscosités (point 5). En ce qui concerne la
construction de modeles basés sur la connaissance de la matrice com-
plete de Onsager ainsi qu’un modele adapté au cadre plus général des
lois de Stefan-Maxwell, des travaux sont en cours. Le premier probleme
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est particulierement ardu car il nécessite d’écrire des relations de re-
laxation sur des moments d’ordre supérieur. La "fermeture” du modele
par minimisation de ’entropie est alors sujette au probleme de réalisa-
bilité abordé au chapitre 3, mais aussi a la difficulté de construire des
schémas stables lorsque les fonctions sont proches de ’état d’équilibre.
Ce dernier probleme a notamment été soulevé par Junk dans sa these
et plus récemment dans [63]. Pour finir, les points 4 et 6 sont assez
techniques et des travaux sont aussi en cours.

Le dernier theme est une perspective sans idée particuliere. La per-
tinence de modeles BGK se heurte aux forts déséquilibres et a une
description de la chimie dans de telles situations. Dans le modele pré-
senté au chapitre 5, la non linéarité inhérente aux processus chimiques
a été introduite essentiellement dans les coefficients de relaxation et
le modele présenté est limité aux régimes proches de I'équilibre ther-
modynamique. N’étant pas BGK-iste par conviction mais plutot par
cheminement d’idées, il faut mesurer avec beaucoup de précaution les
domaines d’application d'une telle démarche. En dehors des domaines
ou le régime linéarisé (non chimique) est suffisant pour donner des va-
leurs physiques pertinentes, il faut plutot penser en terme de premiere
approximation. Un colit moins élevé pour se donner une idée de ce qui
se passe et esperer donner des ordres de grandeur. La chimie hors équi-
libre est un autre probleme qui releve d’autres techniques/approches.
Des lors, si les modeles cinétiques simplifiés n’ont peut-étre pas leur
place pour les rentrées atmosphériques, on peut au moins espérer qu’ils
résisteront a I’épreuve de phénomenes moins raides.
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