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J'ai réalisé ma thése de doctorat entre 2006 et 2010. J'occupais alors un poste d’assistant
a I'Université du Luxembourg, dans 1'équipe du professeur Jiirgen Sachau. Intitulée Adapta-
tive high-gain extended Kalman filter and applications, cette these est le fruit d’une collaboration
entre les universités du Luxembourg et de Bourgogne, et co-dirigée par les professeurs Jiir-
gen Sachau et Eric Busvelle.

Ce mémoire est pour moi 1'occasion de présenter les travaux de recherche les plus si-
gnificatifs que j’ai menés & 1'université de Toulon. D’abord en tant que chercheur postdocto-
ral du projet SHARE ?, membre de 1'équipe du professeur Jean-Paul Gauthier. Puis comme
maitre de conférence affilié a la section 61, suite & mon recrutement en septembre 2011. Je
fais partie des effectifs du LIS, le Laboratoire d'Informatique et Systéemes (anciennement
Laboratoire des Sciences de I'Information et des Systémes), et suis rattaché a 1'équipe ensei-
gnante du département Génie Electronique et Informatique Industrielle de I'TUT de Toulon-
La Garde.

Trois contributions sont présentées dans la suite de ce document. Les deux premieres
sont des travaux relevant du domaine de la planification de trajectoires. Il s’agit de cas
d’études dont le traitement s’appuie sur le principe du maximum de Pontryagin. Le pre-
mier travail est une formalisation ad hoc d"un probléme de minimisation de la consommation
énergétique d’un mobile , tandis que le second, un probleme de planification de trajectoire pour
les systémes non-holonomes s’inscrit dans une théorie développée a travers une série d’articles
publiés sur plusieurs années. Comme on pourra le voir dans la bibliographie, 1’ordre chro-
nologique n’est pas respecté dans la présentation. L'objectif ici est d’apporter une certaine
cohérence dans la maniére dont le principe du maximum est décrit et abordé. Enfin, la troi-
sieme contribution porte sur la problématique des observateurs pour les systemes a mesures
asynchrones.

Le travail présenté dans le premier chapitre a été réalisé en collaboration avec le pro-
fesseur Jean-Paul Gauthier et Mme Ouazna Oukacha dans le cadre de sa these de doctorat >
[Ouk17]. Cette these de I'université de Toulon a vu le jour a la suite d"un partenariat Hubert
Curien, programme Tassili *. 11 s’agit de I'étude partielle d"un probléme de contrdle optimal
présentant une fonction de cotit non-différentiable en certaines valeurs du contrdle ou de
I'état. Le probleme en question est assez librement inspiré par les problématiques de mi-
nimisation de la consommation énergétique d'une voiture lors d'un déplacement sur une
route dont le profil est connu, et cherche a exploiter certaines idées concernant la minimisa-
tion du travail absolu d"un systeme mécanique actionné, en particulier, les inactivations du
controle. Cette partie reprend les travaux [Ouk+14; OB20; OB17].

2. Projet porté par un consortium d’entreprises et financé par le Fond Unique Interministériel.

3. Direction : J-P Gauthier. Co-encadrement : N. Boizot. Soutenue le 17 novembre 2017

4. Programme de I’Agence Campus France en partenariat avec le Pr. Mohamed Aideéne de l'université de Tizi-
Ouzou (2015-2018).
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Le second chapitre aborde une contribution a la théorie de l'interpolation par l'entropie
sous-riemannienne développée a travers la série d’articles [GFPRMO04; GZ05a; GZ05b ; GZ05c¢;
GZ06; GZ07; GZ10; GMP15; BG13a; BG13b] et dont le professeur Jean-Paul Gauthier est
I'investigateur principal. Le cadre est celui des systemes cinématiques a deux controles pré-
sentant une certaine régularité, et le systeme académique abordé, la boule roulant sur un plan
et tirant une remorque. Il s’agit d’un systeme cinématique de co-dimension 4 qui constitue un
cas particulier au sein de la classe des systémes cinématiques de cette co-dimension. Cette
partie reprend les éléments présentés dans les articles [BG13a; BG13b].

Le dernier chapitre concerne la synthése d’observateurs pour les systémes non-linéaires
asynchrones °. Le terme asynchrone est utilisé ici pour désigner des systémes de controle a
plusieurs sorties et dont les différentes composantes du vecteur de sortie ne sont pas systé-
matiquement disponibles aux mémes instants. Ce travail a été réalisé en collaboration avec
les professeurs Eric Busvelle et Vincent Hugel (Laboratoire COSMER, université de Toulon)
ainsi que Mme Aida Feddaoui Papin dans le cadre de sa thése de doctorat® [FP20]. Cette
partie reprend partiellement les travaux [Fed+17; Fed+20; FP+19].

5. Dans la littérature, on trouvera aussi la dénomination multi-rate systems.
6. Co-direction : E. Busvelle & V. Hugel. Co-encadrement : N. Boizot. Soutenue le 18 mai 2020.
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Chapitre 1

Minimisation de consommation
énergétique : un probleme de
controle optimal non-lisse

Ce premier chapitre est consacré a la présentation de 1'étude partielle d"un probleme de
contrdle optimal présentant une fonction de cofit non-différentiable en certaines valeurs du
controdle ou de I'état. Le plus connu des problemes de ce type est celui de la minimisation de
la norme L! du controle, c’est-a-dire :

Ty
/ lu(#)|dt — min
0

La conséquence la plus notable de ce type de contrainte — cf. [AS15; BGP08; Chel6; CCC16;
MP14; Ros06; VMO06] — est que la stratégie optimale correspondante peut présenter une
ou plusieurs phases d’inactivation. Une inactivation étant entendue comme un intervalle de
temps non-trivial le long duquel le contrdle est nul. Ce type de comportement parait tres
intéressant pour les problémes de minimisation énergétique dans le sens ot1 les inactivations
jouent le role d'un processus de sélection des plages de temps ou1 le contrdle est le plus
efficace, voir par exemple [CCC16; VMO6].

Le probleme présenté ci-apres est assez librement inspiré du probléme de minimisation
de la consommation énergétique d’une voiture lors d'un déplacement sur une route dont le
profil est connu. Pour les besoins de ce manuscrit, nous ’avons reformulé en considérant un
mobile quelconque. Le cofit attaché a ce probleme exploite la remarque précédente concer-
nant les inactivations ainsi que les idées concernant la minimisation du travail absolu d"un
systéme mécanique actionné | que I’on retrouve dans les articles [Ber+08; BGP08].

L’analyse de ce probléme est complétée par un théoreme de régularité permettant d’ex-
clure les phénomenes de chattering dans certaines conditions spécifiques. Finalement, I'étude
proposée est considérée comme partielle car seuls trois cas d’étude sont abordés. L'analyse
de ces trois cas laisse apparaitre une riche zoologie de stratégies optimales : arcs bang-bang,
inactivations, arcs singuliers qui ne peuvent pas étre calculés par dérivées successives de la
fonction de commutation — e.g. [B]75; FA89] — et arcs avec retour en arriere.

1. Si, par exemple, x(t) désigne un déplacement et u(t) une force externe générant ce déplacement, alors le
travail absolu de u est :

/UTf % (F)u(t)|dt



2 Chapitre 1. Consommation Optimale

1.1 Mise en forme du probléme

Modele dynamique

Soit un mobile se déplacant sur une route représentée dans un plan position-hauteur
(&, h), comme cela est schématisé dans la figure 1.1. L'orientation du mobile est donnée par
un angle 6, qui correspond aussi a l’orientation de la route a la position considérée. Un
modele dynamique tres simplifié est établi a travers le bilan des quatre forces suivantes ot
le glissement des roues est négligé :

— la gravité G, dont la norme est donnée par le produit de la masse du mobile m avec

la constante universelle g;

— la réaction de la route R, de norme mg cos(0);

— la force propulsive F, dont la norme n’est autre que la variable de controle u(t);

— une force de frottement f, opposée au mouvement dont la norme est supposée pro-

portionnelle a la vitesse du mobile : ||f|| = a4/¢2 + 2 pour un coefficient de frotte-

ment « > 0.
Le profil de la route est quant-a-lui modélisé par une fonction au moins C!, notée h = ¢(¢).
Le probléme n’a donc qu'un degré de liberté. L’angle 0 appartient a l'intervalle | — 7, 7| et

est uniquement déterminé par la relation 6(Z) = arctan(¢ (¢)), ott ¢ désigne la dérivée par
rapporta ¢.

Il résulte de cette représentation une dynamique relativement compliquée que 1’on peut
écrire beaucoup plus lisiblement si I'on considere 1’abscisse curviligne en lieu et place de .
Dans ce chapitre, x sera cette abscisse curviligne, sa dérivée temporelle sera notée y = %, et
le profil de la route sera modélisé par une fonction au moins C!, 8(x). En effet, il sera plus
aisé d’utiliser cette fonction, puis de reconstruire le profil de la route que l'inverse [Ouk17].
Le modele prend alors la forme suivante :

X=y
{my'— u —way —mgsin (6(x)) (1.1)

ou x et y sont des fonctions absolument continues sur R, u(t) € L* ([0, T], R).

hi hi R hi R

FIGURE 1.1 — Notations et éléments de modélisation.

Fonction de cofit

Le cofit associé au modele (1.1) est 1’énergie dépensée pour déplacer le mobile d'un
point a un autre. Si le débit d’énergie est noté D(t), alors ce colt s’exprime par l'intégrale

J= /OTf D(t)dt

Soient A(t) le travail absolu de la force de propulsion [Ber+08] et d‘;gt) la puissance instan-

tanée absolue qui lui est associée. Cette derniere est reliée au débit d’énergie a 'aide d'une
fonction de rendement p par la relation suivante :

0~y =Dp() = Jw) = [

T lyu|
e(y)



1.1. Mise en forme du probléme

La fonction de rendement, dont des exemples sont représentés graphiquement en figure 1.2,
admet les caractéristiques suivantes :
— il s’agit d’une fonction de la vitesse du mobile : p(y);
— elle est a valeurs dans 'intervalle|0, 1], pour tout y € R;
— seuls les deux comportements suivants sont pris en compte :
1. p(y) est identiquement constante, disons p(y) = 1 car la valeur de la constante
n’a pas d’impact sur la solution;
2. sur R™, p(y) admet un seul maximum (y ), est croissante sur |0,y [ et décrois-

sante sur |y, +oo[;
(sur R™, p(y) admet un seul maximum (y~), p(y) est décroissante sur |y, 0] et crois-

sante | — oo,y [)

— elle est dérivable autant de fois que nécessaire.
Il faut toutefois noter que p(y) n’est pas nécessairement une fonction paire. Son com-

portement peut ne pas étre identique sur R™ et R™.

oY)

10}

FIGURE 1.2 — Exemples de fonctions de rendement.

Un probleme de contrdle optimal en temps fixe

Dans la suite, nous nous intéressons a des trajectoires partant de 'origine et dont la
destination est x(Ty) € R™* a vitesse nulle — Ty désigne le temps de parcours, ou temps
final, et les parametres m et g sont fixés a 1. Le probleme de contrdle optimal se présente

alors comme suit.

T
Minimiser J(u) = / f Md”{

o o)
Sous les =y
contraintes (21) Y= u—ay—sin(f(x)) pour t € [0, Tf]

. xo= (o) )= (o) xm = (5ay ) = () o

lu(t)] <1 pourt € [0, T

T > 0 fixé.

En suivant les arguments de [LM67, Thm. 4, P. 259], mais aussi des travaux [Ber+08; BGP08],
Iexistence de solutions est garantie des lors que T est choisi plus grand ou égal a la solution

du probleme en temps minimal associé a (Py).
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Discussion

Les choix de modélisation qui ont été fait ci-dessus ont, bien siir, un impact déterminant
sur les stratégies optimales que 1'on va voir émerger lors de la résolution. Diverses pistes
n’ont pas été retenues ou explorées, en voici quelques-unes.

Tout d’abord, nous avons choisi de restreindre le modéle a la dynamique longitudinale
du mobile, ce qui semble raisonnable si ce dernier est assujetti a la route. Cependant, si 'on
considére que ce mobile est un véhicule de type voiture, alors la dynamique latérale pourrait
elle aussi étre prise en compte, séparément de la dynamique longitudinale ou unifiée dans
un modele global. On trouvera dans [Gil92] un traité portant sur la dynamique du véhicule,
tandis que la these [Seb10] est un exemple de travail exploitant de maniére unifiée dyna-
mique latérale et longitudinale. L'intérét du choix fait ici est bien siir de simplifier ’analyse
du probléme tout en conservant l'information dynamique qui semble la plus significative.

Remarquons ensuite que 1’ensemble de la partie mécanique a été évacuée du modele et
remplacée par la fonction de rendement qui apparait dans la fonction cotit. Les probléma-
tiques de changement de vitesse pour des véhicules de type voiture, susceptibles de faire
apparaitre des non-linéarités de type hystérésis, font par exemple partie des problemes mé-
caniques qui ont été ainsi écartés. Si le systeme de propulsion est un moteur électrique, la
question du freinage régénératif se pose. De méme, dans le cas d'un véhicule directement
piloté par un humain, est-il raisonnable d’inclure le freinage dans le cotit?

La fonction cotit suppose que la consommation d’énergie est la méme en phase de dé-
célération (1 < 0) qu’en phase d’accélération (u > 0) . Il est possible d’imaginer un systéeme
de discrimination de ces cas, par exemple a ’aide d"une fonction v(u) de la forme suivante :

f 0 B
v(u):{lwﬁu fgil:tio ot 0<B<a = ](u):/odeT

Le probleme de controle optimal (P;) est énoncé en temps fixe, tandis que le cadre du
temps libre semblerait plus adapté. Si Ty est laissé libre, il est possible de prouver que pour
certains profils de route le minimum n’est pas atteint. Dans le but de convertir (P;) en un
probléme en temps libre, le temps de parcours pourrait-étre pénalisé ? dans la fonction cofit.
Alternativement, un profil de route spécifique pourrait-étre envisagé. L’étude préliminaire
[Ouk+14] propose une résolution du premier cas d’étude en temps fixe et en temps libre avec
pénalisation du temps, lorsque le rendement est constant. Cette démarche n’a cependant pas
été systématisée.

La fonction de rendement utilisée est telle que p(0) # 0 ce qui a pour conséquence

que le terme Ly(—;‘) est petit lorsque y est petit, mais aussi lorsque p(y) est grand. Ces deux

configurations vont se retrouver en concurrence lorsqu’il s’agira de déterminer la stratégie
optimale : “doit-on agir a rendement haut ou a vitesse basse?”. Une maniere de reformuler le
probleme pour évacuer cette question serait de choisir une fonction de rendement telle que

p(0) = 0 et vérifiant lim vl = cste.

y=00(y)

La résistance de I’air n’est pas prise en compte dans le modéle. En effet, seul un terme de
frottement fluide, proportionnel a la vitesse, est considéré. Ceci implique que, si le profil de
route n'y fait rien, le mobile ne peut pas s’arréter en temps fini sans activation du controle.
Cette particularité sera d’une grande aide lors de I’étude par le principe du maximum. La
question de I'impact d’un terme proportionnel au carré de la vitesse vient alors a 1’esprit.

2. La pertinence de cette alternative est renforcée par les études récentes portant sur la notion de cofit du temps,
voir par exemple [B]16].
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1.2 De larégularité

Régularité de la variable de contréle

Soit un systéme de contrdle suivant, pour tout t € [0, T] ou T > 0 est fixé :

(XZ9) %= F(x)+uG(x)

L'état initial de (Xo) est xg € R", n > 0. Les champs de vecteurs F(.) et G(.) sont supposés
réels analytiques. La variable de controle répond a la contrainte |u(t)| < 1.

Théoréme 1. Soit P.A le sous ensemble de L%o 1) composé des controles presque partout algébriques

par morceaux — sur un nombre fini de sous-intervalles de [0, T]. On se donne un probleme de controle
optimal de la forme :

Tr
Minimiser  J(u) :/\lp(x(r))u(rﬂdT
0

Csoonltl:alf;tes (Xo)  x(t) = F(x(t)) +uG(x(t)) pourt € [0, Tf]

x(0) = xpet x(Tf) = xf

lu(t)] <1 pourt € [0, Tf]

Tf > Oﬁxé

sous les hypothéses :
(Ho) P(.) possede un maximum sur R";
(H1) J(.) possede un minimum sur PA, noté Jp;
(H2) les trajectoires temps minimal de (X¢) sont données par des controles appartenant a PA;
(Hz) (Zo) est localement controlable en temps petit > en x Iz
(Ha) (xg,us) est un point d’équilibre de (Xo) tel que P(x¢)us = 0.
Alors Jap est le minimum de J(.) sur L%O,Tf].

Le théoreme reste vrai lorsque x ¢ est remplacé par xq dans les hypotheses (H3) et (H4).

Démonstration. La preuve compleéte de ce théoréme se trouve dans 'article [OB20] ainsi que
dans le manuscrit de these [Ouk17]. L'idée consiste a montrer que sous de bonnes hypo-
theses (méme fortes), la classe des contrdles qui solutionnent le probleme temps minimal
absorbe, d"une certaine maniére, la classe des contréles solution du probleme (7). O

Remarque 1. La preuve repose sur plusieurs points clefs parmi lesquels I’auto-accessibilité en
temps petit du systeme (%), que l'on attrape a partir de la controlabilité locale en temps petit et
'analycité des champs de vecteur F(.) et G(.) d’apres un résultat de I'article [Gra92].

En particulier, le corollaire 4.15 de [Gra92] propose plusieurs hypotheses permettant d’obtenir

I'auto-accessibilité en temps petit. Ainsi, la propriété “F(.) et G(.) sont des champs de vecteurs réels
analytiques” peut-étre remplacée par “F(.) et G(.) sont C! et localement bornés”.

Trajectoires sans retour en arriére

L’expression arc arriére ou arc avec retour en arriére désigne un morceau de trajectoire,
défini sur un intervalle de temps non-trivial, le long duquel y < 0.

Si l'on se place dans la situation oti les trajectoires sont composées d'un nombre fini
d’arcs (i.e. engendrée par un controle de P.A), alors, certains profils de route entrainent le
corolaire suivant.

3. Une systeme de controle () est localement contrdlable en temps petit en xo, si pour tout T > 01’ensemble
atteignable par des controles admissibles en temps inférieur T contient un voisinage ouvert de xo — cf. [Gra92].
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Corolaire 1. Considérons un profil de route tel que le probleme de controle optimal (Py) est invariant
par translation le long de I'axe-x du diagramme de phase de (Xq). Alors, les trajectoires comprenant
des arcs arrieres ne sont pas candidates a I'optimalité.

1.3 Présentation des cas d’étude et résultats préliminaires

Trois cas d’études sont présentés dans ce mémoire. Ils correspondent aux différentes
configurations du probleme (P;) qui ont été investiguées jusqu’ici, et rapportées dans 1’ar-
ticle [OB20] :

1. route plate sans frottement;
2. route plate avec présence de frottement;
3. un profil particulier de route non-plate et sans frottement *.

Dans les deux premiers cas, le systéme de contrdle (X1) est linéaire, il est non-linéaire dans
le dernier. Le probleme de contrdle optimal abordé étant en temps final Ty fixé, il est par
conséquent nécessaire que ce dernier soit plus grand que le temps minimal nécessaire pour
atteindre la configuration visée, noté T,,;,.

Dans les trois cas présentés ci-dessus, la stratégie en temps minimal est bang-bang avec
une seule commutation et le calcul de T,;,, est plutét immédiat.

Ui () = 1 pour 0 <t <At
AT =1 pour At < Ty

Le cas (1) est un exemple plutot élémentaire traité dans le premier chapitre du livre de
référence [Pon+62]. Les stratégies des cas (2) et (3) sont elles aussi assez facilement déduites
en suivant la procédure que 1'on retrouve dans [Pon+62]. Les formules du temps minimal
pour les cas (1) et (2) sont respectivement :

Tmin = 21 /Xf et Tmin = % <1l’1 (1 + 1-— 6“2xf> —In (1 — \/ 1-— elxzxf>> (12)

En ce qui concerne le dernier cas, étant donné que la formule du temps minimal n’a de sens
qu’apres avoir défini le profil de route utilisé, la formule sera donnée dans la section qui lui
est dédiée.

L'étude s’appuie sur le principe du maximum de Pontryagin [Pon+62; AS04; Clal3;
BP04]. Méme si pour les cas d’études qui sont abordés ici, les probléemes induits par la non-
dérivabilité du cotit par rapport a la variable y seront évacués, la version du principe du
maximum que I'on doit a F. Clarke [Clal3] nous sera tout de méme nécessaire pour établir le
type de controle qui sera candidat a 'optimalité avant que les simplifications soient faites.

L’ensemble du traitement présenté dans la suite a été réalisé d’'une maniere que 1'on
pourrait qualifier d’artisanale dans le sens ol le lecteur n’y trouvera pas 'usage de logiciels
dédiés a la résolution de problemes de contrdle optimal par la méthode directe (i.e. Bocop
[TC20]), ou indirecte (i.e. HamPath [CCG20]). De méme les techniques de régularisation et
d’augmentation — e.g. [VMO6] — n’ont pas été utilisées. Pour finir, on pourra aussi regretter
I'absence de I'emploi du formalisme du contréle géométrique pour déterminer les extré-
males singulieres a 1’aide de crochets de Poisson. Cette approche s’est, en fait, révélée peu
efficace dans le but de caractériser les extrémales singulieres de ce probleme spécifique.

Dans la suite, P(t) = (p(t),q(t))" désigne le vecteur adjoint de X(t) = (x(t),y(t))" et
I'hamiltonien est de la forme suivante :

B (X P,000) = py =y —sin(0)) 2o X2 o g € {1,0)

4. Dont le principal intérét est de pouvoir exhiber des trajectoires minimisantes présentant des retours en
arriere.
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(P1) étant un probleme autonome, alors, H (X, P,u, Ag) est constant le long des trajectoires
extrémales et la valeur correspondante sera notée H. De plus, toujours le long des trajectoires
optimales, la condition de maximisation suivante est vérifiée pour presque tout ¢ :

H = max#H (X,P,u,Ay)

ul<1
Les équations adjointes sont :
. o
p - g (X/ 7D/ M,/\O) (13)
—4 € DyH (X, P,u,Ao) (1.4)

ot DyH est la sous-différentielle de H par rapport a y, cf. [Cla13]. La premiére composante
du vecteur adjoint, p(t), est donc constante si le profil de la route I'est.

Un contrdle, ou une stratégie, u(t) sera qualifié(e) d’extrémal(e) s’il existe un couple
P(0) = (po,qo) tel que la trajectoire du systéme hamiltonien constitué de (%), (1.3) et (1.4)
est extrémale.

Conséquence de la condition de maximisation, la stratégie candidate a 1’optimalité lorsque
I'on consideére de possibles extrémales anormales est :

u(t) = argmax H (X, P,u,0) =sgn(q)

|u|<1

Les extrémales anormales ne jouent aucun role particulier dans (P;). En effet, si Ty = Thin
alors la solution de (P;) est I’extrémale anormale — identique a la solution en temps mini-
mal — tandis qu’il n’existe pas d’extrémale anormale dans le reste des cas.

En ce qui concerne les extrémales normales, la situation — illustrée en figure 1.3 — est :

u(t) = argmax H (X, P,u,1)

lu|<1
i vl
1 si g > p‘(yyl)
uel0,1] sig=-%s
= argmax u—M ={0 si_‘LP‘(yL < Ml (1.5)
|§|<1 W) 2 “7 p() ‘
ue[—-1,0] si q:—@
-1 sig< 0]

Propriétés des arcs singulier

Un arc singulier est défini comme un morceau de trajectoire extrémale le long duquel

q= % oug = — % sur un intervalle de temps non-trivial — cf. par exemple [BP04; BC03;
VMO6].

Le long d’une extrémale singuliére normale, I’'hamiltonien peut-étre ré-écrit de la ma-
niere suivante :

H=py—q(sin(0(x)) +ay) ot q(t)=4

Par conséquent, si la trajectoire en vitesse (i.e. y) d'un arc singulier extrémal passe par 0,
alors H = 0 le long de cette extrémale.
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04 0 0. 04 u 02 u 2 u
_ vl _ vl Ayl
A4 <=5 ®) =507 <4< 50 ©) 2 <4
X X 02 o u 0 En [ o u
(o) g =11 ®) 7=
FIGURE 1.3 —Illustration de la condition de maximisation, dans le cas normal,
a l'aide du tracé de la fonction u — qu — % |u].
Sil’on se concentre sur la configuration g = % avec y > 0, alors u € [0,1] et 'hamil-
tonien devient y

H(X,P,u,Ay) = py — o) (sin(0(x)) + ay) (1.6)

Sa dérivée temporelle est alors :

Ozylp—sin(f)(x)) (1_yp'(y)> oy (2_yp'(y)>] ot g () = 2

p(y)  P*(y) p(y)  P*(y) dy

Puisque cette derniére expression est de la forme 0 = y [p — sin(6(x))A — B], alors I'un des
comportements possibles pour un arc singulier est que la vitesse soit constante le long de cet
arc. Sur un intervalle le long duquel ce ne serait pas le cas, alors la quantité [p — sin(6(x)) A — B|
doit s’annuler. L'équation adjointe (1.3), nous donne I'expression suivante pour exprimer la
dérivée de p :

M(x)  y

p= qcos(G(x))T = — = COS(Q(x))T

Si g—z n’est pas identiquement nulle, alors, la dérivée temporelle de [p — sin(6(x))A — B]
est de la forme C + D = 0 ot1” les deux expressions C et D sont indépendantes de . On en
déduit que I'un des comportements possibles pour un arc extrémal singulier est décrit par
I’équation différentielle y = — %.

Si % est identiquement nulle, alors, p et sin(6(x)) sont des constantes. La dérivée tem-
porelle [p —sin(6(x))A — B] est de la forme (yD) ou D dépend de y, p(y), p'(y) et o' (y).
Comme y # 0, alors D = 0 et I'on calcule sa dérivée temporelle. Cette derniere est de la
forme (yE) ou E dépend de y, p(y), et des dérivées successives de p jusqu’a 1'ordre 3. Ré-
péter cette opération ne fait apparaitre aucune information nouvelle. Ainsi, un arc singulier
extrémal de ce type n’existe que si la fonction de rendement est de la forme définie par 1'ha-
miltonien (1.6), ce qui n’est presque jamais le cas.

Ces conclusions sont aussi valables dans la configurationy > Oetg = — %, ainsi que

lorsque ¥ < 0, ou autrement dit, pour tout type d’arc singulier.

5. Les expressions exactes de C et D, nécessaires si I’on désire programmer une recherche numérique d’extré-
male singuliére, sont données par O. Oukacha dans sa these [Ouk17].
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1.4 FEtude de cas

La derniere section de ce chapitre présente les résultats obtenus pour chacun des trois
cas d’étude détaillés plus tot. Les stratégies optimales — qu’elles soient garanties ou consi-
dérées comme — ont été déterminées a la suite d’une analyse systématique. Il nous semble
que seule manque une étude, ou plutdt une exploration numérique, visant a déterminer si
le troisieme cas d’étude, présente une extrémale singuliére de la forme y = —% — voir le

”oN

paragraphe “si g—z n’est pas identiquement nulle” a la fin de section précédente.

Des trois, seul le dernier cas d’étude permet I'existence de stratégies optimales présen-
tant un retour en arriere. Ce point spécifique sera abordé dans la section 1.4.3. Lorsque les
extrémales sans retour en arriére sont analysées, la condition de maximisation (1.5) est ré-
exprimée sous la forme ci-dessous le long des intervalles sur lesquels y(f) > 0.

1 si k(1) >1
u(t))=4¢ 0 si —1<x(t) <1 (1.7)
—1 six(t) < -1

La quantité x(t) est alors analysée lorsqu’elle atteint les surfaces de commutation x = —1
et x = 1, mais aussi lorsque x(t) = 0. En effet, lorsque le profil de route ne permet pas l’arrét
du mobile sans intervention de la variable de controle, cela veut dire que u(t) € [-1,0[ en
fin de trajectoire, ce qui correspond a x(t) < —1. Comme «(t) est positive en début de tra-
jectoire — pour cause de non retour en arriere — et qu’elle doit devenir négative alors «(t)
doit traverser la surface k* = 0. Conséquemment, il existe un temps +* tel quel «(t*) = 0
et k(t*) < 0 ( pour cela, on démontre que x(*) = 0 ne peut pas étre un point d’inflexion).
Ce raisonnement permet de déduire le signe de H, la valeur de I'hamiltonien le long des
extrémales, puis d’analyser ce qu’il passe au niveau des surfaces de commutation.

1.4.1 Route plate sans frottement

Lorsque la route est plate et que le coefficient de frottement est nul, le systeme (%) est
réduit & un simple systeme double-intégrateur. La stratégie optimale est la méme que celle du
probléme consistant & minimiser la norme L! du controle — voir [Ros06], par exemple. Plus
précisément, lorsque Ty > Tyy;y, il ne peut pas y avoir d’arc singulier, le mobile n’attend pas
a l'arrét que ce soit en début ou fin de trajectoire, seules deux commutations ont lieu. La
seule extrémale est celle engendrée par la stratégie

1 pour t € [0, At
u(t)=4¢ 0 pour t € [At, Ty — At (1.8)
—1 pourt € [Ty — At, Ty]

ot la condition terminale xy = AtTy — At? permet le calcul explicite de At :

At = % (Tp — /T2 —4x) (1.9)

Cette relation est bien définie. En effet, d’apres (1.2), a partir du moment ot Ty > Ty, :
(TF —4x5) >0

Comme le suggere I'expression de At (1.9), la stratégie optimale est indépendante de la fonc-
tion de rendement. Bien que le détail des calculs n’ait pas été reproduit ici, la méme consta-
tation peut étre tirée lors de I'étude du comportement de la fonction de commutation.

Cette stratégie optimale est illustrée a la figure 1.4, avec et sans fonction de rendement.

Les figures 1.4b et 1.4d montrent les trajectoires de g, %y) et —%y), qui commandent les

commutations de la variable de contrdle. La trajectoire (x,y) est montrée en figure 1.4a et
la fonction de rendement non-constante utilisée pour établir ’exemple de la figure 1.4d est
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représentée a la Fig. 1.4c. Le graphe de la fonction est en pointillé tandis que le tracé rouge
plein indique les valeurs qui ont été effectivement visitées.

2r y ()
. p.Ly )

y(@® 18

q®

05 i t
E O‘.5 l‘.O 1.‘5 20 X(t) -t }
(A) i _
-2r p(y®)
(B)
py(®)
y©
o8 o p(y®)
o 05 q(t)
e N t

04

o,
e

0.2

)
02 04 06 08 10 12 y(t) (D)

FIGURE 1.4 — Trajectoire optimale pour le systéeme double intégrateur (rende-
ment constant et non-constant). Parametres : x =2, Tyin = 2.82et Ty = 3.8.

1.4.2 Route plate avec frottement

Dans ce second cas d’étude, le coefficient de frottement n’est plus supposé nul. Le sys-
teme (X;) reste toutefois linéaire, de la forme suivante :

X=y
y= u-—ay

La suite de cette section est séparée en deux parties : le probleme est tout d’abord traité
lorsque le rendement est constant — i.e. p(y) = 1 — puis lorsqu’il ne I'est plus. Dans le
premier cas, la stratégie optimale est completement établie et démontrée. Lorsque le rendement
n’est pas constant, la stratégie proposée s’appuie sur le cas a rendement constant, quelques
propositions spécifiques et de I'exploration numérique.

Indépendamment de la fonction de rendement, 1’analyse de la quantité x(t), telle qu’elle
est expliquée au début de la section 1.4 donne le point de départ suivant :

1. le controle doit-étre égal a 1 sur un intervalle de la forme [0, ¢[;
2. le controle doit-étre égal a —1 sur un intervalle de la forme [Ty — ¢, T¢];

3. une trajectoire extrémale peut comprendre un ou plusieurs arcs singuliers, ces der-
niers étant caractérisés par y = Oety > 0.

Une conséquence immédiate du troisieme point est I'absence d’arc singulier de la forme
g = —y, C'est-a-dire avec u € [—1,0]. En effet, puisque y > 0 le long de l’arc singulier, la
contrainte ¥ = 0 ne peut-étre réalisée que par une valeur positive du controle. Par la suite
un contrdle singulier sera noté u;; ¢ €]0,1].
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Fonction de rendement constante

Un premier lemme permet de réduire la liste des stratégies candidates a 1’optimalité (ot
qo désigne la valeur initiale de la seconde composante du vecteur adjoint).

Lemme 1.
1. Si le controle commute a la valeur 0, alors il ne peut plus redevenir positif.
2. Sile contrdle commute a la valeur u = —1, alors il ne peut plus commuter a la valeur 0.
3. Il ne peut y avoir, au plus, qu’un arc singulier.
4. Pour une trajectoire extrémale comprenant un arc singulier :
(a) y = /L le long de I'arc singulier ;
(b) le controle correspondant est Using = /%0
(c) la premiere composante du vecteur adjoint © vérifie p = 2./aqq.

D’apres ce premier lemme, la situation se résume aux trois possibilités suivantes :

1. u =1, puis u = 0 et finalement u = —1;
2. u=1,puisu = ugjpg, u =0et finalement u = —1;
3. u=1,puisu = usipg, u =1, u = 0 et finalement u = —1.

Un second lemme, qui n’est pas reproduit ici, élimine la troisieme stratégie, il ne reste que
les deux premieres & examiner. Nous inspectons d’abord la stratégie comprenant un arc sin-
gulier.

Lemme 2. Considérons la stratégie :

1 for te[0,t]

[
=1 Vo el @10
-1 for t e [i’3, Tf]

1. Si(1.10) est extrémale, alors tz — tp = %ln (1 + ﬁ)

2. Pour des parametres a et Xy fixés, il existe un temps Ty, > 0 tel que pour tout Tg > Ty, la
stratégie (1.10) est candidate a I'optimalité.

II ne reste alors qu'une seule stratégie a examiner, a savoir :
1 pourte [0,f]

u(t) = 0 pourt € [t, ] (1.11)
—1 pourt € [t, Ty]

Pour des parametres «, x s Tf > T, il est toujours possible de calculer un contrdle de la
forme (1.11) joignant (0,0)" a (x£,0)" en un temps Ty fixé :

= 3ln|; (1 +eTr — \/ 14207 + 277 — 4e“2xf+”fﬂ

(1.12)
In [(1—e* + e”‘Tf)}

t) =

R= R|=

La trajectoire engendrée par (1.11) est clairement optimale lorsque Ty,;y < Ty < Tjjp, puis-
qu’il n’existe aucune autre trajectoire extrémale. La solution de (P ) est établie en regardant
plus en détails ce qu'il se passe lorsque Ty > Tj;yy.

Théoreme 2 (Stratégie optimale pour une fonction de rendement constante).
Pour un jeu de parametres «, x¢ and Ty fixés, soit X(t) : t — (x(t),y(t))" la trajectoire de (%)
joignant (0,0)" a (x5,0)" engendrée par (1.11).

6. Qui est constante car 6(x) = 0.
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1. Si (X(t),po,q(t)) est une trajectoire extrémale du principe du maximum de Pontryagin,
alors pg et qo sont calculés comme suit :

e*lXtZ (eﬂtt] _ 1)(1 + eZD{(tz*tl))
et(ta—t1) — 1

Po =

6720(151

fo = — (e = 1)(1+ ¢ (po — 1))

2. Pour Tf > Tijy, 0t Tyyy, est défini dans le lemme 2, alors (X(t), po,q(t)) n’est pas une
trajectoire extrémale.

3. La solution du probleéme de contrdle optimal (P;) sur une route plate, avec frottement
et une fonction de rendement constante est :

(a) pour Tyin < Ty < Ty, oit Tyiy, est défini dans le lemme 2, la stratégie optimale
est (1.11);

(b) pour Ty > Ty, la stratégie optimale est (1.10) et comprend un arc singulier.

2.

TLaw
y(®) b

10F

1 2 3 4 5 e X
(©

20F

FIGURE 1.5 — Trajectoires optimales et exemples de trajectoire non-extrémale
du deuxiéme cas d’étude pour un rendement constant. Les figures 1.5a et 1.5b
correspondent a Ty = 5.9. Les figures 1.5¢ a 1.5f correspondent a Ty = 6.5.
Parametres : « = 0.5, xy = 6, Ty = 5.52 et Ty, &~ 5.95.

Le théoréme 2 est illustré dans la figure 1.5 pour x; = 6 et « = 0.5. Les figures 1.5a
et 1.5b montrent la trajectoire optimale pour Ty < Tj;;, tandis que les figures 1.5c et 1.5d
correspondent au cas Ty > Tj;y,. En particulier, les figures 1.5e and 1.5f illustrent le fait que
la stratégie (1.11) — i.e. sans arc singulier — n’est pas extrémale pour Ty > Tj;,. Ces deux
dernieres figures ont été obtenues de la maniére suivante : t; et f; sont calculés en suivant
les formules 1.12, et sil’on suppose que la stratégie (1.11) est extrémale, le théoreme 2 donne
les expressions de py et gg. Ces parametres sont suffisants pour calculer les trajectoires du
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systeme hamiltonien, ce qui permet de constater que g(t) intersecte y(t) en un temps t < fy,
c’est a dire trop tot.

Fonction de rendement non-constante

Lorsque la fonction de rendement n’est pas constante, la plupart des lemmes établis
dans la partie précédente ne peuvent plus étre établis, ou ne sont que partiellement mainte-
nus. Pour cette raison, nous proposons une méthodologie de recherche de la stratégie opti-
male basée sur le troisieme point du théoreme 2.

1.

Calcul de la trajectoire de (¥;) engendrée par la startégie (1.11) — i.e. sans arc sin-
gulier.

Si possible, calculer la trajectoire de (X) engendrée par la stratégie (1.10) — avec un
seul arc singulier.

Vérifier laquelle de ces deux trajectoires est extrémale, toute ambiguité pouvant étre
levée par le calcul du cofit.

11 se peut qu'aucune des deux stratégies ci-dessus ne soit une trajectoire extrémale.
En effet, lorsque la fonction de rendement n’est pas constante, certaines affirmations
du lemme 1 ne sont plus valables. En particulier, il peut y avoir plus d'une com-
mutation du contrdle entre les valeurs u = 0 et u = —1. Lorsque cette situation se
présente, nous proposons d’investiguer une nouvelle stratégie, donnée en (1.13).

Les temps de commutation d’une trajectoire de (X1), engendrée par (1.11) et vérifiant les
contraintes X(Ts) = (xy,0)", sont toujours donnés par les relations (1.12). Cependant, dans

le cas d'une trajectoire engendrée par (1.10), la relation t3 — t, = %ln (1 + \ﬁ) du lemme 2

n’est plus vérifiée. Le calcul d’une telle trajectoire repose donc sur un schéma numérique .

p(y(®)

0.8

0.6+

041

02

O‘.S 1.0 15 20 y(t)
(©)
FIGURE 1.6 — Trajectoire extrémale, considérée comme optimale, du second

cas d’étude lorsque la fonction de rendement n’est pas constante et T < Tijp-
Parametres : « = 0.5, xp= 6, Tyyin =~ 5.52, Tj;,, = 5.8, et Tf = 5.75.

Trajectoires présentant deux étapes d’activation u = —1

Les deux contrdles présentés jusqu’ici ne sont pas suffisants pour décrire 1’ensemble
des stratégies extrémales rencontrées lors de la résolution de ce cas. En effet, le lemme 1 ne

7. L'explication détaillée pourra étre trouvée dans la thése de O. Oukacha [Ouk17] ou dans [OB20].



14 Chapitre 1. Consommation Optimale

u(t)

10

(4)

(B)

pY(®)
o8l y (D)
PI)
oy
02 \ -20F P (y (1)
VOB

0.2 04 0.6 0.8 10 12 14
(©) (D)
FIGURE 1.7 — Trajectoire extrémale, considérée comme optimale, du second
cas d’étude lorsque la fonction de rendement n’est pas constante et Tj;;, < Tj.
Parametres : « = 0.5, xy = 6, Tyyiy ~ 5.52, Tjjyy = 5.8, et Ty = 8.

garanti plus le fait que certaines commutations n’ont lieu au plus qu'une fois. Ainsi, nous
nous sommes intéressés a une stratégie de la forme

1 pour t € [0,#]

Oéy(tl) pour t € [t1, B2

. 0 pour te [tz, t3[
u(t) = —1  pour t € [t t4] (1.13)

0 pour t € [ty, ts5]

-1 pour t € [t5,Ty]

Pour comprendre les motivations d'une telle stratégie, revenons sur 1’avant dernier pa-

M. Elle tend vers 0
p(y)

lorsque y tend vers 0 puisque la fonction de rendement ne s’annule pas a vitesse nulle.
D’autre part, lorsque la fonction de rendement n’est pas contante, une activation du contrdle
est attendue lorsque ce dernier est maximal. Les stratégies (1.10) et (1.11) précédemment
décrites semblent réaliser un compromis entre ces deux comportements. Ainsi, lorsqu’au-
cune de ses stratégies n’est extrémale, nous en concluons qu'un compromis ne peut pas
étre réalisé. La stratégie qui nous semble alors pertinente en terme de minimisation du cofit
consiste a profiter des deux comportements décrits ci-dessus. Autrement dit, deux inter-
valles de temps sur lesquels u = —1 doivent étre envisagés : un premier intervalle lorsque
le rendement est assez grand, et un second lorsque la vitesse est suffisamment basse.

ragraphe de la discussion de la section 1.1. La fonction de cofit est

De fait, la stratégie (1.13) ci-dessus se révele étre extrémale lorsque les stratégies (1.10)
et (1.11) ne le sont pas. La trajectoire correspondant a cette stratégie est calculée en adaptant
le schéma numérique précédemment utilisé.

Les stratégies discutées dans le cas d"une fonction de rendement non constante sont illus-
trées dans les figures 1.6, 1.7 et 1.8 pour un méme jeu de parametres x et a et une méme
fonction cott. Le cas Ty, < T < Tjjy est montré en figure 1.6, tandis que le cas T > Tijm est
illustré dans les figures 1.7 et 1.8. La figure 1.8 correspond a une valeur de Ty pour laquelle
aucune des deux stratégies (1.11) et (1.10) ne produit de stratégie extrémale. Cependant, la
stratégie (1.13) I'est, nous la considérons donc comme optimale. Remarquons que dans I’exemple
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utilisé pour les figures 1.6, 1.7 et 1.8, une trajectoire a deux étapes d’activation u = —1 ne se
présente que lorsque Ty est compris dans un intervalle relativement petit.

Les figures 1.6¢, 1.7c et 1.8b montrent, en rouge, les valeurs visitées par la fonction de
rendement. Les parties bleues que 1’on voit dans la figure 1.8b mettent en évidence les deux
périodes d’activation # = —1. On remarquera que l'activation u = —1 a haut rendement ne
correspond pas exactement au rendement maximal.

10
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py(®)
104
04l \
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FIGURE 1.8 — Trajectoire extrémale, considérée comme optimale, du second
cas d’étude lorsque la fonction de rendement n’est pas constante et Tj;;, < T.
Parametres : « = 0.5, Xp= 6, Tyyin =~ 5.52, T};,, = 5.8, et Tf =10.

Les figures 1.8d et 1.8e détaillent le début et la fin des trajectoires de la fi-
gure 1.8c.
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Remarque 2. L'existence de trajectoires extrémales du type de celles présentées a la figure 1.8 n’est
pas systématique pour toute fonction de rendement. Par exemple, dans le cas de la fonction de ren-
dement de la figure 1.4c, oit p(0) = 0.2, il ne semble pas exister de trajectoire de ce type. Nous
interprétons ceci comme une traduction du fait que le rapport entre le minimum et le maximum de la
fonction de rendement n’est pas avantageux, ou suffisament significatif, et qu’il est plus intéressant
de freiner seulement a vitesse faible.

1.4.3 Un profil de route non-plate

Ce dernier cas d’étude s’attache a présenter un profil de route non-plate, sans frotte-
ment. Le systeme (X1) ainsi que le profil de la route — représenté a la figure (1.9) sont les
suivants :

v = 6(x) décroit pour x € [—10, —6.5]
(%1) { =Y oll 6(x) croit pour x €] — 6.5, —1]
6(x) est constant pour x > —1

y= u—sin(6(x))

26(%)
X

0201

-8 -6 -4 -2 2 X
—oos|
“on0f

()

FIGURE 1.9 - Dérivée de 6 par rapport a la variable x, et profil de la route

reconstruit dans les coordonnées initiales du probléme : (&, h)". Les points

rouges que 1’on voit dans la figure 1.9b marquent les positions ot x = —1,
x = 0and x = x; dans cet ordre — T},;;;, ~ 2.885 et T}’O ~ 5.01.

Dans le but de simplifier les notations, et ce lorsqu’il n'y a pas d’ambiguité, nous uti-
lisons la notation K = sin (8(x)) lorsque x > —1 et que la pente est constante. Dans cette
section, l'abscisse curviligne terminale sera x; = 2, et le temps minimal pour rejoindre X(Ty)

2, /x
est T,in = 7f.
V1-K2

Comme précédemment, les trajectoires extrémales anormales ne jouent aucun role des
que T > Tyjy. La premiere particularité de ce cas d’étude est que le mobile est susceptible
de s’arréter sans que le controle u = —1 ne soit activé. Par conséquent, le raisonnement suivi
lors des deux cas précédents ® ne pas étre reproduit systématiquement.

Dans un premier temps, soit Tfl'0 le temps nécessaire pour rejoindre X = (xy, 0)! avec la

stratégie :
1 pourt € [0, tc[
u(t) = { 0 pourt [tc, Tfl,o} (1.14)
Lemme 3. 1. Si (1.14) est une stratégie extrémale, alors I’hamiltonien est nul le long de la

trajectoire correspondante.

2. L’équivalence suivante est vérifiée :

pl (y(tc)) >0 <= (1.14) est une stratégie extrémale

8. Cest-a-dire en sachant que la surface x = 0 doit-étre traversée.
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3. Pour tout Ty > Tfl’O la stratégie suivante, qui consiste a attendre au début ou a la fin du
parcours pendant un temps arbitrairement long, est aussi extrémale :

K forte0,t]
B 1 forte [tl,t1+fc[
ut) =19 o fort € [ty +tc, Ty — to] (1.15)
K fort € [Ty —ty, Ty|

oatlzo,tzzOett1+t2:Tf—Tf1'°.

La question suivante reste cependant en suspens : que se passe-t'il lorsque T > T}'O mais que

o' (y(tc)) <07

En effet, d’apres le lemme 3, cette stratégie ne peut pas étre extrémale, ce qui suggere
I'existence d’un ou plusieurs arcs singuliers. Comme nous l'avons vu au début de la sec-
tion 1.4, un arc singulier est caractérisé par y = 0 puisqu’il aurait lieu sur un morceau de
route ot1 6(x) est constant. Une stratégie possible est alors :

1 forte|0,t]
u(t)=< K forte [t,t.+ tsing[ (1.16)
0 fort € [tc + tsing/ Tf]

La trajectoire de (X1) engendrée par cette stratégie présente un arc singulier sur un intervalle
de la forme [f., fc + tsing[ que I'on peut choisir aussi grand que nécessaire de sorte a résoudre
la contrainte x(Ty) = x. Sil'on suppose que la stratégie (1.16) est extrémale, alors :

1. H = 0 puisque u(t) = 0 pour t € [tc + tsing, Tf];
90(y)
y

2. la dérivée temporelle de x = , évaluée au temps f. est «(t.) =5 ((y(( >>)) K ce

qui démontre qu’un arc singulier ne peut apparaitre que si p (y(t.)) = 0.

Le temps de parcours correspondant a la stratégie (1.16), noté T}’S’O, est déterminé de maniere
unique en suivant la démarche ci-dessous et la trajectoire correspondante est extrémale :

1. t est déterminé de sorte a ce que p (y(t.)) soit le maximum de p(.) sur R**;
t
2. tsing et Tfl’s’0 sont déterminés de sorte a résoudre la contrainte X (T}'S’()) = (x s 0) .

Comme précédemment, si la stratégie (1.16) est extrémale, alors pour tout Ty > T}’s 0 la

stratégie consistant a attendre a I'arrét, au début ou en fin de trajectoire pendant un temps
arbitrairement long est aussi extrémale :

K pourte [0,t]

1 pourt € |ty, t1+tc[ [ t1 >20,tpb >0
b+t b e+ tsmg ol L 180 (1.17)
0 pourt € [t + te + tsing, Tr — t2 hth =T =1

[
[
u(t)=4 K pourtc |
[
[Ty

K pourt € [Ty —ty, Ty]

Une trajectoire de ce type est représentée * a la figure 1.10.

Trajectoires en temps petit

Le profil de la route est tel que le probleme (7P;) est invariant par translation le long
de l'axe x, tant que ce déplacement est effectué dans l'intervalle x € [—1; +oo[. Ainsi, tant
que le temps final n’est pas suffisant grand pour permettre au mobile de s’échapper de cet
intervalle, les extrémales avec retour en arriéres sont exclues de I'analyse.

9. Les trajectoires engendrées par les stratégies (1.14) et (1.15) étant des versions simplifiées de celles représen-
tées ici, nous avons décidé de ne pas en inclure dans le manuscrit pour limiter la taille du document.
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FIGURE 1.10 — Trajectoire extrémale du troisieme cas d’étude, lorsque T}’S’O

existe et que Ty > Tfl’s’o. Parametres : T}’S’O ~52letTy =6.
Le cotit associé a cette trajectoire vaut 3.605.

Nous définissons le temps Tj,x comme suit :

Tpack = I}l%i?( {Tf tel que Vu € L]0, Tf} { éio()t; foé(é()(Tf) = Xy vt € [0, Tf]}

Une trajectoire définie pour un temps final Ty compris dans l'intervalle 1Toins Tsman] ot
Tsmall = Min (Tback, T}’O) est appelée trajectoire en temps petit.

Lemme 4 (Trajectoires en temps petit). 1. Une trajectoire en temps petit optimale ne com-
prend pas d’arc arrieére.

2. Les extrémales en temps petit ne comprennent pas d’arc singulier de la forme y = 0.

3. Soit ys la vitesse (constante) correspondant a I'arc singulier d'une trajectoire en temps petit,

9p
alors <0.
4. Soit une extrémale en temps petit comprenant un arc singulier dont la vitesse (constante) est

notée ys, alors :

_ Kyio'(ys) 0 ys) —ysp' (vs)
= K-np)r TR o

Les informations fournies par le lemme 4, permettent d’établir un schéma numérique
dans le but de calculer les trajectoires en temps petit. La figure 1.11 donne un exemple d"une
telle trajectoire.
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FIGURE 1.11 — Trajectoire extrémale en temps petit du troisiéme cas d’étude.
Parametres : Ty,;;, ~ 2.885, Ty = 3.
Synthése

Pour finir, nous proposons d’aborder le probleme (P;) avec le profil de route de la
figure 1.9 en suivant la démarche ci-dessous.

1.

Commencer par la stratégie (1.14). Le signe de g—;(y(tc)) détermine quelle stratégie
entre (1.14) and (1.16) est pertinente. Soit Tf le temps final correspondant a cette
stratégie — il s’agit de choisir entre T}'O et T}'S'O.

Pour Ty > Tf, une des deux stratégies (1.15) ou (1.17) est extrémale et par conséquent
candidate a I'optimalité. La figure 1.10 illustre ces deux premieres étapes.

Pour Tyiy < Ty < Tpack, une stratégie extrémale sans arc arriere est calculée. Le com-
portement de ce type d’extrémales est similaire a celui rapporté dans la section 1.4.2.
Une extrémale de ce type est considérée comme optimale. Ceci est illustré dans la
figure 1.11 a ’aide d"une trajectoire en temps petit sans arc singulier.

Pour Tpyiy < Ty < Tf, comme a l'étape précédente, des extrémales sans arc arriere
sont cherchées comme dans la section 1.4.2. Ceci est illustré a la figure 1.12, pour
T; = 4.48, a l'aide d'une extrémale présentant deux étapes d’activation u = —1.
Contrairement au point précédent, le fait qu’il puisse désormais exister des arc ar-
rieres ne permet plus de considérer 1’extrémale trouvée comme étant optimale.

Pour finir, a ’aide d"une exploration numérique, des extrémales comprenant des arcs
arrieres sont cherchées. En guise d’exemple, pour Ty = 4.48, aucune trajectoire de
ce type n’a été trouvée, ce qui amene a penser que la trajectoire de la figure 1.12 est
optimale. Des exemples de trajectoires extrémales présentant des arcs arriéres sont
montrées en figures 1.13 and 1.14.

Dans le but de mieux comprendre la derniere de ces cing étapes, plusieurs explorations
numériques ont été réalisées en manipulant les valeurs de pg and gp. Comme attendu, il
existe des trajectoires extrémales comprenant des arcs arriéres. Il est toutefois intéressant de
noter que ces extrémales ne sont pas toujours optimales. Par exemple, la trajectoire présen-
tée a la figure 1.13, dont le cotit associé est 1.61 nous semble étre optimale. La fonction de
rendement est la méme que celle utilisée dans la figure 1.10. Dans ce cas la, le cotit de la
stratégie avec arcs arriéres est plus faible que celui de la stratégie (1.17) — puisque les arcs
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tels que y = 0 ne cofitent rien, toutes les stratégies (1.17) ont le méme cofit, quelle que soit la
valeur de Ty > T}’S’O, c’est a dire 3.605.

Pour finir, la figure 1.14 présente une trajectoire extrémale avec arcs arrieres calculée
pour une fonction de rendement telle que la valeur p(0) est 20 fois plus élevée que celle de
la fonction utilisée dans la figure 1.13. Il s’agit 1a du seul parametre qui a été modifié dans
la construction de p. Les maximums des deux fonctions cofit sont les mémes et sont atteints
pour la méme valeur de la variable y. Le cotit associé a la stratégie (1.17) est égal a 0.73,
et le cotit de la stratégie correspondant a la figure 1.14 est de 1'ordre de 1.02. Ainsi, bien
qu’extrémale, la trajectoire avec arc arriere n’est pas optimale.

Les figures 1.13d et 1.14d montrent quelles valeurs sont visitées lorsque u = —1, tan-
dis que les valeurs visitées lorsque # = 1 sont mise en relief dans les figures 1.13e et 1.14e.
Les différentes couleurs utilisées sont a mettre en relation avec celles utilisées dans les fi-
gures 1.13b et 1.14b. Ainsi, dans le cas de la figure 1.13, u = —1 sur trois intervalles de temps
représentés en bleu, noir et vert sur la figure 1.13b. Les valeurs de la fonction de rendement
visitées pendant ces intervalles sont représentées en bleu, noir et vert (respectivement) dans
la figure 1.13d (les zones bleues et vertes correspondent a des vitesses proches de zéro). L’ac-
tivation # = 1 n’a lieu quand a elle que deux fois, ce qui est représenté en bleu et noir dans
les figures 1.13b et 1.14e. Un code couleur similaire est utilisé a la figure 1.14.
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FIGURE 1.12 - Trajectoire extrémale du troisieme cas d’étude pour Ty = 4.48.
Figure 1.12f : les tracés en bleu correspondent aux instants lorsque u = —1.
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Chapitre 2

Planification de trajectoire pour les
systemes non-holonomes

Nous considérons un systeme non-holonome de la forme

() 4t = F@®O)u () + Bqt)u(t), €M et u=(u,u)eR?

— M est une variété lisse de dimensionn > 2;
— F; et F, sont des champs de vecteurs lisses qui engendrent une distribution de di-
mension 2 sur M, notée A.

Le drapeau associé a (X) est la suite de sous-espaces vectoriels A’, pour i € IN* définis par !
AT = AT 4 [A, AT] et A = A. Nous supposons que F; et F, satisfont la condition de Chow?
[Jeal4], il existe donc un plus petit r € IN* tel que A" = T; M pour tout g. Pour un systeme
() donné, les dimensions des espaces A’ successifs caractérisent le drapeau, et nous nous
intéressons plus particulierement aux systémes non-holonomes pour lesquels r ainsi que le
type de drapeau sont constants pour tout 4 € M.

Soient g et § deux éléments appartenant a la méme composante connexe de M, le théo-
reme de Chow nous garanti l'existence de trajectoires de (X) joignant g a §. Nous définissons
la longueur d’une trajectoire 7 : [0, T| — M de (X) comme étant

I(v) = /OT \ud(t) + ud(t)dt

La distance sous-riemannienne entre q et §, notée d(q, ), est la longueur de la plus petite tra-
jectoire de (X) joignant g a 4.

Un probléme de planification de trajectoire est la donnée d’'un chemin lisse non-admissible
I': [0, T] — M quel'on cherche a approcher par une trajectoire de (X). Dans le cas particulier
de I'étude présentée ici, le chemin T sera fortement non-admissible, c’est-a-dire que I'(t) € A’
etT'(t) ¢ A™! pour presque tout t € [0, T]. Cette tache sera accomplie au sens de I’entropie
d’interpolation, quantitée inspirée par la notion de complexité métrique — c.f. [JeaO1; Jea03;
GZ06]. Pour un petit parametre ¢ > 0 fixé, nous définissons le tube et le cylindre sous-
riemanniens 7; et C; :

Te={qe€M|[d(qT) <¢}
Ce={qeMld(qT)=¢}

La complexité métrique est définie comme étant % fois la longueur de la plus petite trajec-
toire de (X) joignant I'(0) a I'(T) tout en restant dans le tube 7.

Lentropie d’interpolation est quant-a-elle définie comme étant % fois la longueur de la
plus petite trajectoire de (X) joignant I'(0) a I'(T') sous la contrainte “tout morceau de trajec-
toire de longueur supérieure ou égale a & contient un point de I'”.

1. [A A = Vect ([F,G] | F € Aet G € AY).
2. Ou Lie Algebra Rank Condition.
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Le probleme consistant a réaliser I'entropie d’interpolation est formalisé en un probléeme
de contrdle optimal. Plus précisément, la synthese optimale sera faite sur l'approximation
nilpotente de (X), qui subira ensuite une modification d’ordre €. L'approche dans laquelle cette
contribution s’inscrit propose de travailler au voisinage de la courbe I', dans un systéme
de coordonnées dites normales. Dans ce systeme de coordonnées, la courbe I’ est rectifiée en
une ligne droite donnée par la derniere coordonnée tandis que la distribution A est le plan
horizontal engendré par des deux premiéres coordonnées.

La suite de ce chapitre est décomposée en trois parties. La premiere présente succinc-
tement les principales étapes menant a la détermination de 1’approximation nilpotente de
(X) le long de I'. La seconde propose une résolution du probleme de contréle optimal 1’aide
du principe du maximum de Pontryagin [Pon+62]. La derniére section compile divers com-
mentaires portant sur cette problématique.

2.1 Laboule roulant sur un plan et tirant une remorque

Nous allons maintenant considérer le systeme académique pour lequel les résultats de
[BG13a; BG13b] ont été établis. La boule roulant (sans glissement) sur un plan et tirant une
remorque est une extension du probleme de la boule roulant sur un plan — cf. [Blo+03; BD93;
Jur93]. Ce systéme, schématisé a la figure 2.1 est décrit par les équations :

y=u
0 0 ui
—Uuyp —Up 0

o — —%(COS(G)ul + sin(6)us)

— (x,y) estla position du point de contact entre la boule et le plan;

— R € SO(3,R) est l'orientation du repere de référence attaché au centre de la boule;

— l'angle 0 décrit la position de la remorque par rapport a la boule — la longueur de la
liaison rigide boule-remorque est notée L.

FIGURE 2.1 — Systéme de la boule roulant sur un plan, tirant une remorque.

Sous la forme (X), les champs de vecteurs F;(g) et F,(q) de ce systéme sont

] 1 ]
F = Ep + A — ZCOS(Q)%
F = i + Ay, — 1Sll"l(@)i

oy L a0
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ot1 g € R? x SO(3,R) x S! et les régles de calcul ® pour les champs de vecteurs Ay, A; et A3
sur SO(3,R) sont [A1, Ay| = Az, [A1, A3] = —Ay, et [Ap, A3] = A;. Le calcul de I'algebre de
Lie engendrée par F; et F, fait apparaitre un drapeau est de la forme (2, 3,5,6).

Soit I' un chemin lisse fortement non-admissible sur M. Tout d’abord, puisque 'en-
semble du probléme est local, M pourra étre identifiée & IR® au voisinage de T. Nous al-
lons procéder par étapes (trois) dans le but d’établir une forme normale générique pour les
systemes de type (2,3,5,6). Une quatriéme et derniére étape spécifique au systeme boule-
remorque nous permettra d’aboutir & une forme normale que nous exploitons dans la sec-
tion 2.2.

La premiere étape consiste a choisir une surface paramétrée de dimension 4, notée S,
transversale a A :

S = {q(s1,52,53,t) € R®}, avec q(0,0,0,t) = T(t). (22)

Comme l'objectif est de rester e-proche de la courbe I, S peut se limiter & un germe de surface
au voisinage de I'.

La seconde étape exploite le lemme ci-dessous, que 1'on retrouve dans [ACG98; AGO1;
GZ06; GZ07], pour construire un systéme de coordonnées normales.

Lemme 5. (Coordonnées normales associées a S). Il existe des applications x : R® — R?, y : R® —
R3, w : R® — R telles que & = (x,y,w) est un systeme de coordonnées défini sur un voisinage de S
dans RO tel que :

L. S(y,w) = (0,y,w), I' = {(0,0,w)};

2. larestriction Ajg = kerdw M;—y, 3 ker dy;, la métrique g = (dx1)? + (dxp)?;

3. C2 = {¢|x3 + x5 = €2}, oit C? désigne le cylindre de rayon e autour de S ;

4. les géodésiques* du principe du maximum de Pontryagin réalisant les conditions de trans-

versalité par rapport a S sont les droites traversant S contenues dans les plans Pyy, =
{€|(y, w) = (yo,wo)}. Elles sont donc orthogonales a S.

Ces coordonnées normales sont uniques a un changement de coordonnées pres de la forme :

¥ =T(y,w)x

(7,@) = (y,w) @3

oit T(y,w) € O(p), le groupe orthogonal de dimension p.

La troisieéme étape consiste a opérer une série de changements de paramétrisation de la
surface S, sur le tube 7, tout en conservant la rectification de I'(t) = (0,...,0,w) et le fait
que les coordonnées soient normales.

Théoreme 3. (Forme normale dans le cas générique 6-2.) Il existe un changement de coordonnées
sur le tube 7T, de sorte a ce que le systeme (2.1) puisse étre écrit sous la forme :

%1 = ug +O(e%)
Xy =ty + O(%)

. X X
y= (G~ u)+0()

- x X 24
21 = xz(fzm - Eluz) +O(e%) (24)
. x x
iy = x1(?2M1 - éuz) + 0(e%)

. X x

W= Qw(xl,xz)(?zul - ?1”2) +0(e*)

oit Qu(x1, x2) est une forme quadratique en (x1,x) dépendant de w de maniere lisse.

3. Lelong de cette étude, le calcul des crochets de Lie a été effectué “en commencant par la gauche”.
4. Pour le probleme consistant & minimiser la longueur entre deux points au voisinage de I'.
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A la suite de ce théoreme, et comme cela est habituellement fait en planification de
trajectoire pour les systemes non-holonomes [Jeal4], les coordonnées x; et x; sont dites de
poids 1, y est de poids 2, z; and z; sont de poids 3, et enfin w est de poids 4. Ainsi, les champs
de vecteurs % et a%z sont de poids —1, E% est de poids —2 (et ainsi de suite).

Définition 1. 1. L’approximation nilpotente du systeme cinématique (2.4) est établie en
ne conservant que les termes de poids —1 — voir le systeme (2.6).

2. Etant donné une famille @ un parameétre de courbes admissibles (absolument continues et
parametrées par longueur d’arc) 7 : [0, Ty,] — R, une modification d’ordre ¢ de 7. est
une famille de courbes admissibles (absolument continues et parametrées par longueur d’arc)
notée ¥ : [0, T5.] — R telle que pour tout ¢ et pour un certain a > 0, si [0, T,| est divisé
en sous-intervalles de longueur ¢ (i.e. [0,¢€], [¢, 2¢], [2¢,3¢], ...), alors :

(a) [0, Ty,] est elle méme divisé en intervalles correspondants, [0,¢e1], [e1,€1 + €2], [e1 +
e,61+ e +e3],..one<e <e(l+er),i=1,2,..,
(b) pour chaque couple composé d'un intervalle Iy = [g;,&; + €], (avec &y = 0, &
d

& = €1 +e,...) et de l'intervalle correspondant I = [ie, (i + 1)e], 5(7) et %(7)
coincident sur I, i.e. :

%(’7)(51- +1t) = %(’y)(is +t), pour presque tout t € [ie, (i + 1)e]

Le théoreme suivant, que 1’'on trouve dans [GZ06] précise I'intérét de 1'utilisation de
I'approximation nilpotente dans le but de réaliser I'entropie d’interpolation.

Théoreme 4. Etant donné un systeme cinématique dont le drapeau est de la forme (2,3,5,6), sans
singularité. Une synthese optimale asymptotique (vis-a-vis de I'entropie) pour le systeme (2.4) est
obtenue sous la forme d’une modification d’ordre € de la synthése optimale asymptotique réalisée pour
son approximation nilpotente. Ainsi, l'entropie E(e) de (2.4) est la méme que 'entropie de E(e) de
I'approximation nilpotente.

La derniere étape est une simplification du modele, dans le cas du systeme boule - re-
morque, reposant sur 1’analyse des invariants du probléme. Le lemme suivant présente les
éléments permettant de spécifier la forme quadratique Qq (x1, x2) du systeme (2.4), et par la
suite, de résoudre le probléeme de contrdle optimale de la section suivante.

Lemme 6. 1. L'invariant r(T(t)) du probleme composé du systeme (2.1) et de la courbe T est
le méme que 'invariant de son approximation nilpotente le long de I';
2. Le rapport r(&) des valeurs propres (réelles) de Qq, (X1, x2) est un invariant du probleme;
3. Dans le cas du systeme boule - remorque, ce rapport est r(&) = 1.

Le systeme (2.1) est donc réduit a son approximation nilpotente le long de I' a I’aide du
théoreme 4. Puis, en s’appuyant sur le lemme 6, nous pouvons considérer que

Qu(x1,%2) = 6(w) ((x1)2 + (xz)z) (2.5)

ot 6(w) est le principal invariant du probléme de planification. Il s’agit en fait du seul
invariant de I'approximation nilpotente le long de I'. Une reparamétrisation de I" en fixant
dw = %, nous permet de fixer §(w) = 1/4. Dans la suite, nous considérerons le systéme
ci-dessous dont les champs de vecteurs seront notés F et G.
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X1 =
X2 = Up
X2 X1
yZ(?”l—T‘Z)
2 =0 (2 - Sy 2:6)
Z1 XQ(Zbll 2Ll2
22 = (2 — )
2=n {5 5 12
Lo o\ (%2 x1
o= (F+3) (Fu-Fw)

2.2 Syntheése optimale

Nous cherchons a réaliser I'entropie d’interpolation en maximisant [ wdt en un temps
fixé e. Les conditions d’interpolation prennent la forme suivante :

x(0)=0, y(0)=0, z(0)=0, w(0)=0, x(e)=0, y(e)=0, z(e)=0.

Lemme 7. Soit { = (x,y,z,w) = (g, w). Les trajectoires de (2.6) qui maximisent /u’)dt en temps

fixé €, sous les conditions d’interpolation ¢(0) = ¢(e) = 0, ont une projection périodique sur ¢ (i.e.
G(t) est lisse et périodique de période égale i €).

La trajectoire optimale que nous recherchons doit aussi minimiser la longueur de la

courbe, c’est-a-dire la fonctionnelle
&
/O JuR(8) + 3 (b)dt

ou, de maniére équivalente en temps fixe ’, I'énergie

1 €
5 /O Ul (t) + us(t)dt

Les trajectoires anormales ne répondent pas aux conditions d’interpolation, et seul '’hamil-
tonien normal est a étudier :

1
H = PFuq + PGup — 5 (u% + u%)

— P = (p1, ..., pe) est le vecteur adjoint;
— la condition de maximisation de I’hamiltonien le long des trajectoires extrémales
entraine PF = uy, and PG = u,.
L’hamiltonien maximisé¢ est donc H = % ((PF)? + (PG)?) et comme il ne dépend pas des
variables y, z, w, alors p3, pa, ps, et pe sont des constantes. De plus, dans la suite, nous consi-
dérerons 'ensemble de niveau H = %

Soit un angle ¢ tel que PF = sin(¢), et PG = cos(¢). En dérivant ces expressions par
rapport au temps, nous dégageons les relations :

¢ =P[F,G]
¢ = — P[F,[F,G]] x PF — P[G,[F,G]] x PG

En posant A = —P[F, [F,G]] et u = —P[G, [F, G]], la dérivée seconde de ¢ s’écrit :

¢ = Asin(¢) + pcos(g) (2.7)

5. i.e. le lemme 3.64 de [ABB20].



30 Chapitre 2. Planification de trajectoire pour les systémes non-holonomes

Enfin, le calcul de A and ji nous permet d’aboutir & un systéme d’équations fermé :

A= PIF,[F,[F,G]]] x PF+ PIG,|F,[F,G]]] x PG
jt = P[F,[G,[F,G]]] x PF+P|[G,I[G,F,G]]] x PG

En effet, les différents crochets de Lie impliqués dans le calcul sont les suivants ° :

30 0
[F,[F/GH——EE—M@
30 0
(G, [F,G]] ——Ea—xza
d
[F, [F, [F, G| = -
J
Jdw

Les expressions de A, u et de leurs dérivées sont donc :

3 - .
A =5P5+ pex1 A =pg sin(@)
3 .
W =5Pat pex2 fi =pscos(g)
Remplacer cos(¢) et sin(¢) dans (2.7) permet d’écrire ¢ = 2—2‘ + ’;—5, et ainsi d’exprimer ¢ en
fonctionde A et i :
X1 = sin(¢)
Xy = cos(¢)
A% +
=K+ 2.8
¢ 206 (2.8)
A = pgsin(g)
i = pe cos(g)

Finalement, la constante pg peut-étre normalisée a 1 a 'aide d’un changement de variables
et une reparamétrisation du temps.

Le calcul de la courbure de la courbe plane (A(t), (t)) montre qu’il s’agit d"une fonction
quadratique de la distance a l'origine.

Lemme 8. Etant donné une courbe plane (A(t), u(t)), dont la courbure est une fonction de la dis-
tance a I'origine :
A=cos(p), p=sin(p), ¢=k(A*+pu?), (2.9)
pour une certaine fonction lisse k(.). Alors, ce systeme est intégrable.
Cette propriété, qui semble spécifique ” au probleme boule - remorque, nous permet d’éla-

borer un schéma numérique permettant d’aboutir a une forme de résolution du probleme.
Pour cela, nous considérons le systeme réduit :

A = sin(¢)

= COS(?’)Z , (2.10)
A

¢ =K+ ; i

6. Le long de cette étude, le calcul des crochets de Lie a été effectué en “commencant par la gauche”.
7. Par opposition au cas (2,3,5, 6) général.
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a b

FIGURE 2.2 — Graphe de h; dans les cas (a) K < 0, et (b) K > 0.

M

~

~—

FIGURE 2.3 - Trajectoire A de type IL

Nous opérons ensuite le changement de repére :

A(t) = cos(q(t))A(t) — sin(q(t))p(t)
jit) =sin(e(t))A(t) + cos(@(t))p(t)

Ce dernier envoie la courbe A = (A, i) sur A = (A, ji) dont les équations du mouvement
sont :

A=y
) - 2.11
fio=1+2A¢ @11
La courbe A est une trajectoire de 'hamiltonien suivant
12 4 72 2
H—/_H—i(/\ ;” +K) 2.12)

ol K est le méme qu’en (2.10). Les courbes intégrales s’interpréetent ainsi comme les intersec-

B 2. 2
tions du graphe de la quartique 4(A, 1) = % ()\Z;y ’ + K) , représenté a la figure 2.2, avec le

plan P. = {(A, i, z)|c — A = z} pour un jeu de parametres c et K. Les courbes intégrales se
présentent donc soit comme des courbes fermées convexes (on dira alors que la courbe est
de type I), soit comme des courbes de la forme montrée a la figure 2.3 (que 1'on dira de type
II). Dans les deux cas, la courbe A est symétrique par rapport a l'axe A.

Supposons ensuite que ¢g = 0 et g = 0 de telle sorte que les courbes A solutions du
systéme d’équations (2.10) puissent-étre considérées comme étant symétriques ® par rapport
al'axe A. En effet, cette hypothése n’affecte pas le systeme (2.11) et 'analyse exploitant 1'ha-
miltonien (2.12) reste pertinente. Remarquons que pour tout ¢g # 0, la trajectoire solution
de (2.10) est une rotation de celle obtenue pour ¢ = 0.

Lemme 9. La période Py de A, est un multiple entier de la période Py de A : il existe n € IN, tel
que Py = nPx. Si Px désigne la période de X, alors Px = Py.

8. Ce que l'on peut voir a 'aide du changement de variables fi = —y, § = —¢, et f = —t.
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FIGURE 2.4 - Formes possibles de la trajectoire A associée a une trajectoire A
de type IL

L’étape suivante consiste a travailler sur le nombre de périodes P; nécessaires pour réa-
liser les conditions d’interpolation. Supposons que 7 soit égal a 1, c’est-a-dire, que Px =
Py, = Pj;. Nous allons voir que ceci ne nous permet pas de réaliser les conditions d’in-
terpolation. La solution sera ensuite recherchée a 1’aide d’un schéma numérique. Comme
les courbes A and A sont périodiques et symétriques, nous n’allons étudier que des demi-
périodes de Py, en commencant par le point (A, i) = (—a,0), a > 0. Soit S(t) l'aire balayée
par la courbe A :

Par conséquent la distance entre un point de la courbe A et l'origine est monotone sur la
demi-période considérée, cf. figure 2.3. Remarquons aussi que les points d’inflexion de A
correspondent aux “bosses” de la courbe A indiquées par des points sur la figure 2.3.

Lemme 10. Conséquence des conditions d’interpolation y(e) = 0, z1(e) = 0 et zp(e) = 0, I'aire de
la courbe fermée X ainsi que les moments d’ordre 2 s’annulent :

/ Xodx1 — x1dxy = 0, / x1(x0dxy — x1dxp), et / X2 (xpdx1 — x1dx2) =0
r r r

Ceci reste vrai pour toute translation de X. En particulier, I'aire et les moments d’ordre 2 de la
courbe A s’annulent aussi.

Sila courbe A est de type I, A ne présente pas de point d’inflexion et laire totale balayée
par A ne peut pas étre égale a 0. Une courbe de type I ne peut donc pas réaliser les conditions
d’interpolation — ceci est illustré a la figure 2.4(a).

Si la courbe A est de type I1, il n’y a qu’un seul point d’inflexion sur une demi-période.
La situation est schématisée a la figure 2.4(b), et la courbe A complete présente la forme
d’un huit. I s’ensuit que le moment m, = [, SAdT ne peut pas étre égal a 0. En effet, si I'on
translate le point central de la figure huit sur 1’origine, comme cela est montré dans la figure
2.4(c), S < Olorsque A < 0, et S > 0 lorsque A > 0. Une courbe de type II ne peut donc pas
réaliser les conditions d’interpolation.

En conclusion, 1 doit-&tre supérieur a 1.

Pour un n > 1 fixé, il sera toujours possible, a I'aide d"un schéma numérique, de trouver
une courbe périodique dont les moments s’annulent. La plus petite d’entre elles correspond
an = 2, etest montrée a la figure 2.5 dans les coordonnées (x1, x2). Un exemple de trajectoire
périodique pour n = 5 est montré a a la figure 2.6.
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FIGURE 2.6 — Projection de la solution pour n=5 dans le plan (x1, x7).

2.3 Conclusion

Un exemple d’approximation d’ordre € de la synthese optimale de la figure 2.5 consiste
en l'interpolation de la courbe ’

T(t) = (x(t) = t,y(t) = O,R(t) = Id,6(t) = 0)

Le résultat est représenté a la figure 2.7. Remarquons que si 6(t) = 0 est remplacé par 0(t) =
—7t/2 (laremorque est tirée dans le sillage de la boule), alors I' € A® et la solution correspond
a celle du probleme (2,3,5) — voir ci-dessous.

y

FIGURE 2.7 — Le probleme du parking adapté au systeme de la boule tirant
une remorque (le chariot est schématise par la boule rouge).

Cette contribution s’inscrit dans une théorie plus vaste de la planification du mouve-
ment pour les systémes non-holonomes. En particulier, le probleme & deux contrdles avait
été abordé dans les travaux [GFPRMO04; GZ05a; GZ05b; GZ05c; GZ06]. Il en ressort que les
projections des courbes optimales sur le plan (x1, x;) des coordonnées normales sont :

— des courbes périodiques de courbure constante, soit des cercles (O), dans le cas d’un

drapeau de type 'V (2,3);

9. Les notations et coordonnées sont celles du systeme d’équations 2.1.
10. dont I'exemple typique est 'unicycle.
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— des courbes périodiques dont la courbure est une fonction linéaire des coordonnées,
soit la seule élastica périodique (°<0), dans les cas d’un drapeau de type '' (2,3,4)
et d'un drapeau de type ' (2,3,5);

— des courbes périodiques dont la courbure est une fonction quadratique de la position
(&<I>0), dans le cas abordé dans ce chapitre, correspondant a un drapeau de type
(2,3,5,6).

Le dernier résultat n’a toutefois été obtenu que pour le systeme de la boule tirant une remorque,
qui ne correspond pas au cas (2,3,5,6) générique. Se pose alors la question de savoir si ce
résultat correspond aussi au cas 6 — 2 générique, cf. théoréme (3). Ce schéma s’applique-t-il
aussi aux autres systémes non-holonomes réguliers tels que A* = TM, c’est-a-dire pour les
drapeaux de type (2,3,5,7) et (2,3,5,8)?

Enfin, 'ensemble des résultats ci-dessus font penser au début d'une série menant a I'hy-
pothese comme quoi, pour la classe de systémes considérés, le nombre de “boucles” de la
courbe (x1,x;) est égale a r — 1 pour un systéme ' tel que A” = TM. Cependant, le faible
nombre de cas effectivement traités ainsi que le travail '* plus récent [GMP15] ameénent a
douter de la solidité de cette intuition.

11. dont I'exemple typique est la voiture tirant une remorque

12. dont I'exemple typique est la boule roulant sur un plan

13. Rappel : Al = Vect (Fy, F).

14. Les auteurs montrent que ’hypothése est vérifiée dans le cas des distributions de Goursat — i.e. pour un
systéme de dimension #, le drapeau est de type (2,3,4,5, ..., n).
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Chapitre 3

Un observateur non-linéaire pour
les systemes a mesures
asynchrones

Dans ce chapitre, nous présentons les principaux résultats obtenus dans le cadre de
la synthése d’observateurs pour les systémes non-linéaires asynchrones '. Le terme asyn-
chrone est utilisé ici pour désigner des systéemes de contrdle a sorties multiples dont les
différentes composantes du vecteur de sortie ne sont pas systématiquement disponibles en
méme temps.

Cette étude trouve sa motivation dans les travaux [SB14; SBB10] ou le filtre de Kal-
man a grand-gain adaptatif [Boil0] a été appliqué a des signaux qui n’étaient pas issus de
systemes simulés. Des questions concernant la prise en compte, sur le plan théorique, d'un
ensemble de capteurs présentant un échantillonnage hétérogene et désynchronisé avaient
alors émergé : I'observabilité est-elle conservée ? dans quelle mesure peut-on garantir la convergence
d’un observateur pour de tels systemes ?

Les travaux discutés dans ce chapitre répondent a certaines d’entre elles.

Tout d’abord, et ce afin de détailler plus avant I'intérét de cette problématique, nous
reproduisons ci-dessous un exemple que 1’on trouve dans la these [Seb10].

Exemple 1. Considérons le cercle unité IT = {(a,b) € R?%a? + b*> = 1}, I'ensemble M = II x
R x R*™* et le systeme (X), défini sur M, comme suit :

X1 = —XpXy
. Y1 = X1X3
X2 = X1X4
. Y2 = X2X3 )
X3 = 0
= X
%, =0 Y3 4

oit x3(0) > 0 et x4(0) > 0.
1. Que ce soit dans le cadre continu ou discret, le systéme () est observable. En particulier,

2,2 _2(2, 2 2
y1+y2:x3<x1+x2):x3

nous permet de calculer x3. Ainsi, yq et yp sont suffisants pour calculer x1 et xp.

2. Si (X) est vu comme un systéme asynchrone, alors il devient non-observable puisque cer-
taines valeurs de x4(0) rendent x5 indistinguable. En effet, si I’on suppose que y; et yp sont
mesurés alternativement avec une période d’échantillonnage homogene notée At. Alors, I'état
de () est de la forme :

1. Dans la littérature, on trouvera aussi la dénomination multi-rate systems.
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x1 = cos (x4t + Cq)
xp = sin (x4t + Cyp)
X3 = C2
xg =Cs

Si la période d’échantillonnage est choisie telle que x4(0)At = Z + 2k alors :

Dans ce cas, il est impossible de distinguer x3 de Cj.

Ce sujet des systemes asynchrones a bien stir été soulevé dans la littérature comme le
démontre bien le travail de revue [IBA18]. Nous retrouvons cette problématique dans les
systémes de positionnement global (GNSS, GPS) [MK98], de controle de drones [Bri+10], de
robotique sous-marine [Bar+15; MCC15; BLHO3], d'ingénierie chimique ou agronomique
[TSO99; BPJO8].

L’estimation de 1’état d'un tel systéme peut-étre abordée en considérant 1'une des trois
stratégies suivantes :

1. modéliser la dynamique dans le cadre discret et utiliser ou adapter un estimateur
pour systemes discrets — c’est, par exemple, ce qui est utilisé dans [BPJ08] pour les
systémes linéaires;

2. plonger les mesures depuis 1'espace des suites vers I'espace des fonctions conti-
nues, puis utiliser un estimateur a mesures synchrones — dans le cadre non-linéaire,
[TSO99] repose sur l'utilisation de l'interpolation polynomiale;

3. prendre en compte l'aspect hybride du modéle : la dynamique continue de 1'état
d’une part et I'aspect discret des mesures de l'autre.

Le travail présenté ici suit la troisieme stratégie.

Dans le role de l'observateur non-linéaire, on retrouvera le filtre de Kalman grand-gain
dans sa version classique [GHO92; Dez+92]. Nous proposons tout d’abord une définition
d’un systeme de contrdle a mesures asynchrones, en Section 3.2. D'une certaine maniére, il
s’agit de la pierre angulaire de ce travail qui nous permet ensuite de proposer un observateur
grand-gain adapté. Nous citons ensuite le théoréme de convergence obtenu dans ce cadre,
puis, prolongeons le chapitre avec la Section 3.4 qui consiste en une discussion autour de
la preuve de convergence. Un exemple illustratif succinct est donné en section 3.5 et clot le
chapitre.

3.1 Notations

Quelques notations spécifiques seront utilisées dans ce chapitre, nous les rappelons ci-
dessous.

— Une subdivision du temps désigne une suite de réels {t; } .y strictement croissante
outy =0.

— Id désigne une matrice identité de dimension appropriée, diag[v] est une matrice
diagonale dont les éléments sont les composantes de v. Il pourra s’agir d’un vecteur
ou d'un ensemble de matrices. Dans ce dernier cas, diag[v] sera alors une matrice
diagonale par blocs.

— |Q)] est le cardinal de 1’ensemble Q).
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— La variable x(7) évaluée au temps T; sera notée x; = x(7;). Lors de I'étape de cor-

(=) (+)

rection effectuée a I'instant 7, x(7;) sera notée x, ’ avant la correction et x, "’ apres.
— Au temps T}, un produit de plusieurs variables dépendant du temps de la forme :

x'(1)S(7)x(7) sera abrévié (x’Sx) I(:).

(=) of »(+)

— L'état estimé sera noté z(t). Les notations z, ’ et z, ' fonctionnent comme expliqué

ci-dessus.

3.2 Vers une forme normale asynchrone

Soit (2.) un systeme dynamique de controle non-linéaire, continu, exprimé sous la
forme normale d’observabilité détaillée ci-dessous” — voir par exemple [Far+11; GKO1;
SB14].

{x(t) = Ax(t)+b(x(t),u(t)) avec x(0)=x€ x =)
C

y(t) = Cx(t

La variable d’état de ce systeme, x(t), est supposée appartenir a un sous-ensemble compact
de x C R", lavariable de sortie y(t) appartient a R" et la variable de controle u(t) € U,4,, C
R™, pour tout temps t.

Le champ de vecteur b(x, u) est supposé C!, a support compact, et la matrice Jacobienne
(respectivement a x), notée Dyb(x, u), est bornée supérieurement par une constante L, > 0—
ie. ||Dx(x,u)|| < Lp. Ainsi, b(x, u) est Lipschitz par rapport a x, uniformément par rapport
au:

1b(x,u) = b(z,u)|| < L [lx -z

La variable d’état est décomposée en 1, sous-vecteurs, chacun d’entre eux étant associé
a 'une des composantes de la sortie. Autrement dit, x(t) est de la forme :

X (1)

etpouri € {1,...,ny}, chaque sous-vecteur x;(t) est associé a la composante y'(t) du vecteur
des sorties. La dimension d’un sous-vecteur x; est notée ;, et la somme de tous les entiers
n; vaut exactement n. Enfin, le sous-vecteur x;(t) est écrit :

La dynamique qui lui est associée est

%i(H) = Apx(t) +bi(x(t), u(t))
y'(t) = Cx(t)
ou '
— A, and C' sont des matrices (1; X n;) et (1 x n;), respectivement, de la forme :

0 1 0
0 i
A; = et C:(l o --- 0).
T |
0 ... 0 O

2. Il s’agit d"une version simplifiée de la forme normale utilisée dans [Fed+20] dans la mesure oi1 les matrices
A et C sont indépendantes de la variable d’entrée et du temps. Cette dépendance peut, bien sfir, étre ré-introduite
au prix de quelques conditions supplémentaires.
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— b;j(x,u) est quant-a lui un champ de vecteurs présentant une dépendance triangu-

laire par rapport a la variable x;(t) et dont la derniére composante peut dépendre de
tout I'état de (X.), a savoir :

b?f_l(xil, . x?i_l, u)

b (x,u)

Pour finir, les matrices A, C, ainsi que le champ de vecteurs b(x, u) décrivant la dynamique
de (X.) sont exprimés a l'aide des différents sous-systéemes précédemment définis :

A =diag [A1,..., Ay, |, b(xu) =

by (x,u)
et C(u) = diag [cl,...,c"y} .

b, (x, 1)

Le systeme a mesures asynchrones associé a () est alors :

{X(t): Ax(t) +b(x(t),u(t)) avec  x(0) = xo (Zacd)

y(t) = Cox(t)

1. En premier lieu, le vecteur de sortie est lui-méme divisé en sous-vecteurs. L’ objectif
]

étant de traiter d’un seul tenant 'ensemble des mesures qui sont toujours dispo-
nibles aux mémes instants — trés probablement parce qu’elles proviennent physi-
quement d'un méme capteur.

Soit i un entier positif. Un capteur, noté s;, désigne un sous-ensemble non-trivial
de {1,...,n,}, qui lui-méme défini un vecteur y(*) (t) = {y/(t) : j € 5;}.

Les résultats présentés dans ce manuscrit ne portent que sur le cas o1 'ensemble de
tous les capteurs constitue une partition de {1, ..., n,}. Par conséquent, si n; désigne
le nombre de capteurs associés a (), alors 1 < ns < ny,.

De plus, nous considérons qu'un capteur est toujours composé d’indices successifs,
ce qui est toujours possible au prix d'une ré-indexation de I'ensemble des variables
de (2.).

La matrice de sortie correspondant a un capteur s; sera donc de dimension (|s;| x n)
et est définie par la relation :

Il s’agit donc tout simplement de la concaténation des matrices C/ o1 j € s;.

. Dans un second temps, chaque capteur s; est associé a une subdivision du temps,

notée {s,(:) }ke]N' et une subdivision globale {f }cn est définie par :

hen = U (s}

i=1

oti les éléments redondants, c’est-a-dire appartenant a plusieurs subdivisions {sl(l) },

ne sont pris en compte qu’une seule fois.
Cette derniere subdivision décrit 'ensemble des instants auxquels une mesure est
disponible.
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3. Finalement, a chaque instant ¢ il existe toujours, par construction, au moins un cap-
teur s; tel que sl(z) = t; pour un certain indice /. Soit 0} 1’ensemble des indices dési-
gnant les capteurs ayant cette propriété, a savoir :

Of = {i € {1,..,ns}|3 1 € N tel que sl(i) = tk}

Bien stir, I'indice | apparaissant dans la définition de o} différera de l'indice k lui-
méme et changera en fonction du capteur s; dont il sera question. Par conséquent,
pour chaque i € oy, ZIEZ) désigne l'indice | € IN tel que sl(l) = f;, ce que l’on écrira’
plus volontiers sl((ll)) = t.

k

La matrice de sortie Cy,, associée a I'ensemble 0} et de dimension (Zi@k |s;| x n)

est la concaténation des matrices C(51) qui correspondent aux sorties effectivement
disponibles — ou mesurées — a l'instant t; :

Co, = | C50) etainsi yr = y(ty) = Cox(tr)  of. (Zoa)
i€0y
10 T T T T T T T T T
et
-------- yl\z
1] .

Fanast

-5 1 1 1 1 1 | 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 3 6 9 12 15 18 21 24 27 30 33 36 39 42 45 48
(2) (2) Temps

AR -
0 ti1ta tstis to

FIGURE 3.1 — Représentation des subdivisions {#;} et {s,ii) }, ouie {1,2}.

Afin d'illustrer ces définitions, considérons un systéme a trois sorties et deux capteurs :
(y(t) € R3), 51 = {1,2} et s, = {3}. La figure 3.1 propose un exemple de ce & quoi pourrait

(i)
I
I'indice 7 insiste sur le fait que I'indice /; correspond a 1'un des capteurs seulement et facilite, en pratique, la lecture
des calculs.

3. La notation s, = t; peut sembler intéressante car moins lourde. Cependant, conserver la redondance de
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ressembler les subdivisions de temps {#;}, {s,({l)} et {sl({z) } Dans cet exemple, sur l'inter-

4

valle [0, 18], les différentes subdivisions * sont :

sVl —10,6,8,12,16,18,..}

b} = {0,5,6,8,9,10,12,15,16,18
sV = {0,5,9,10,15,18, ..} e =1 J

Par conséquent :

— @

— t; = 517’ = 5, I'ensemble des capteurs disponibles a cet instant est 07 = {2} et
I'indice correspondant dans la subdivision 2 est l{z) =1;

— th = sl = 6, 0o = {1} etl'indice correspondant dans la subdivision 1 est lgl) =1;
— 15 = séz) = 8, 05 = {2} etl'indice correspondant dans la subdivision 2 est léz) =3;
— te = sgl) =12, 05 = {1} et l'indice correspondant dans la subdivision 1 est lél) =3;
— tg = sgl) = séz) = 18, 09 = {1,2} et l'indice correspondant dans la subdivision 1
est lél) = 5. Dans la subdivision 2, léz) = 5 cependant, 1'égalité de la valeur de ces

indices est une coincidence®.

3.3 Unfiltre de Kalman étendu grand-gain pour les systemes
a mesures asynchrones

L’observateur proposé est un filtre de Kalman grand-gain continu-discret adapté au pro-
cessus de mesures asynchrones décrit dans la section précédente. Sa définition est séparée

en deux parties :
1. partie prédiction : composée de deux équations différentielles lorsque t € [t,_1, tx[,
k € IN*, ayant pour valeurs initiales zl(:)l etS ,EJ_F% ;

2. partie correction : composée de deux équations aux différences calculées aux ins-
tants de mesures.

Equations de prédiction

2(t) = Au)z(t) +b(z,u) ©))
S(t) = —(A(u) + Dxb(z,u)) S(t) = S(t) (A(u) + Dxb(z,u)) — (SQpS)(t)
Equations de correction
_ -1 N\ O\ 1 5)(— ; i i
= s (k) (e o) (s -0
- - (©2)
s — g) cls) (RN " ols) (400 _ )
= S+ L ( 0 ) S0 50
1E€0% d

Autrement dit, une opération de correction a lieu & chaque fois qu'une nouvelle mesure
est disponible, c’est-a-dire lorsque t € {f;}ren. Cette correction est réalisée pour chacune
des mesures yl(f") qui sont effectivement disponibles. Pour chaque mesure, un facteur de
pondération (égal au temps écoulé depuis la derniére fois que cette sortie spécifique a été
mesurée) entre en jeu.

Les matrices Qg et R((fi) — que 'on peut choisir dépendantes du temps si l'on respecte
certaines contraintes, entre autres (3.1)-(3.2) — sont de la forme suivante :

Qp=0a71Qa"" et R = L5IREISE) on

4. Le temps 0 ne correspond pas réellement a un temps mesure, il est cependant inclut a chaque subdivision
dans un soucis de cohérence.
5. Toute ressemblance avec des faits réels est fortuite.
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— Qet R(%i) sont des matrices symétriques définies positives, de dimensions (1 x 1) et
(Isi] x |si|), respectivement, telles que :

gld <Q<gld ou 0<g<jg (3.1)

r;Id <RG) <FHId ou 0<r <F (3.2)

— 6051 et A sont toutes deux diagonales et sont construites a 1'aide de la quantité n* =
max(ny,ny, ..., ny,) et d’ un scalaire & > 1 (le parametre de grand gain) :

gn*fn,- [ Qn*—l

et 61 = diag [{9”*_”1' NS (51)”

A = diag [Ay,..., By, ] oi Ai:diag[ 11 }

Finalement, R = diag [R(ﬁl),. .,,R(ﬁns)} et Ry = diag {Réﬁl),...,Rés”S)}, ou, de ma-

niére équivalente, en définissant § = diag [5(51>,. . .,5(%)] :Ry = %(51{(5.

Les données initiales de I’observateur sont composées de I'état initial ® z(0) € xy C R" et de
S(0), une matrice symétrique définie positive.

Remarque 3. D’apres I'équation (O,), la matrice R ne peut pas étre n’importe quelle matrice symé-
trique définie positive de dimension (ny x ny). En effet, R doit étre diagonale par bloc, chaque bloc
correspondant a I'un des capteurs s;. Procéder de la sorte nous permet la prise en compte de possibles
corrélations entre certaines sorties.

Théoreme 2. Etant donné le systeme continu-discret a mesures asynchrones (X,.;) construit a partir
de la forme normale (X.), sous les hypotheses de la Section 3.2.
Etant donné :

1. x(t) e R" et y(t) € R™, les vecteurs d’état et de sortie de (Z,.;);

2. ng > 1, un entier tel que y(t) soit composé de ns sous-vecteurs de telle sorte que pour
ie{l,., ns}:
— la dimension du sous-vecteur de y(t) correspondant, y?) (t), est notée n;;

— une subdivision du temps, possiblement non-uniforme, notée {s,(;) }k N indique les ins-
S

tants auxquels le sous-vecteur de y(t) correspondant est mesuré;
— 6t désigne la taille maximale d'un pas de {s,((l)} .
kelN
Etant donné le filtre de Kalman étendu grand-gain asynchrone donné par (O1-O,), dont I'état estimé

est noté z(t) € R". Alors, pour tout T > 0, il existe des constantes positives Ky, Ky, K3, 6p > 1,
et w;, pour i € {1,...,ns}, telles que pour tout 8 > 0y et 05t\) < w;, l'inégalité suivante est vérifiée

pour tout t > % :
T T\ o r
=0 - x)1P < 2 (§) == (§ ) | 2 Vxaetta oD 63)

oitn* = max {n;}.

ic{l,.. ny}{ it
Remarque 4. 1. Nous retrouvons a I'équation (3.3), une des caractéristiques classiques de la

théorie grand-gain, a savoir que 0 doit-étre assez grand pour assurer la négativité de K, —

0Ks.

2. Le détail de la preuve et les expressions exactes de Ky, Ky et K3 ne sont pas reproduits dans
ce manuscrit et peuvent-étre trouvés dans larticle [Fed+20].
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3.4 Discussion

La preuve du théoreme 2 repose sur 'analyse de la dynamique de 'erreur d’estimation
e(t) = z(t) — x(t) et I'étude de la fonction de Lyapunov (¢'Se) ().

Dans I'approche grand-gain, le parametre 6 joue un role crucial : il doit étre assez grand
pour supplanter I'influence des non-linéarités et forcer la convergence. Cependant, la preuve
ne peut se dérouler que si 1’on est capable de manipuler ce parametre de sorte a ce qu’il ne
soit plus au coeur de la dynamique. Autrement dit, de sorte a ce que les parametres K2 et K3
cités plus haut soient indépendants de 6.

Pour atteindre ce but, nous passons par un changement de variables et une reparamétri-
sation de la variable de temps de la forme T = 6¢. Les résultats principaux sont alors établis
dans la base de temps T puis ramenés dans la base de temps initiale .

Ainsi, la preuve de convergence peut-étre décomposée en deux séquences. Celle décrite
ci-dessus, souvent dénommée préparation de la preuve et une seconde consistant a former le
résultat de convergence dans la base de temps 7. Dans la suite de cette discussion, nous
utilisons la notation &(7) pour dénommer les différentes quantités apres changement de va-
riables et changement de base temps.

Démontrer la convergence de 'observateur par I'analyse de la fonction de Lyapunov
(£'5¢) (1) se révele étre relativement direct a partir du moment ot il est possible de garantir
que la matrice de Riccati S reste bornée (au sens de l'inégalité matricielle). Lors de 1'étape de
correction, la relation

(&Sez) ™ < (8,580 (3.4)
est établie indépendamment de :
1. la valeur prise par le parametre de grand-gain (6);

2. la forme des pondérations utilisées dans les équations de correction (J,) —i.e. a par-
tir du moment ot les corrections garantissent la positivité d’une certaine expression,
la relation (3.4) pourra toujours étre établie.

Lors de l'étape de prédiction, le calcul de la variation de la fonction de Lyapunov le long
de la courbe d’erreur permet de faire émerger le terme (K; — 6K3) que 'on retrouve dans
la majoration (3.3). C’est ce terme qui permet de conclure a l'existence d'une valeur de 6
a partir de laquelle la convergence est globalement garantie. En particulier, I’expression de
K2 fait intervenir la constante de Lipschitz (multiplicativement), ainsi, une interprétation
possible est que 8 doit-étre choisi assez grand pour “écraser” les non-linéarités. De plus, parce
que les expressions de K2 et K3 font intervenir les bornes de la matrice de Riccati 5(7), alors
ces dernieres doivent-étre établies indépendamment de la valeur de 6 de sorte a ce que le
raisonnement global ne présente pas de boucle logique de la forme :

0 — (Kz, K3) — 6.

Le résultat le plus difficile a établir est celui portant sur la matrice de Riccati S(7) qui
prend la forme du théoréme ci-dessous.

Théoréme 3.
Soit I'équation de Riccati matricielle continue-discrete asynchrone suivante.

B _ 4@)50) - S0 A - SR8
a(+) _ (=) s p(s)) " ~(si) [ 2 _ () (3.5)
S, = Sy '+ Z clsi) Rlsi) ™ clsi) (Sl,@ _Sl,gi)l)

iG(Tk

oit la paire (A, C) est non-stationnaire et observable — cf. [Son90].

7. En particulier, c’est le passage d'une base de temps a l'autre qui génere le terme % dans (3.3), ainsi que les
conditions de type 85 < ;.
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Les éléments des matrices A et C sont supposés appartenir a L* ([0, T| ,R), et étre uniformé-
ment bornés pour la norme L par un scalaire positif B. Il est de plus demandé aux éléments de C
d’étre temps-dérivables au moins une fois, et que les dérivées soient bornées pour tout les temps.

Alors, si S(0) est choisie symétrique définie positive, S(T) reste symétrique définie positive pour
tout T > 0. De plus, pour tout T > 0 fixé, il existe des constantes y; > 0, i € {1,..,n5}, et 0 <
a < B, telles que pour toute subdivision {S’]((Z)}k Nrespectant (5,(;) - 57(2 ) < uj, nous pouvons

€
établir la relation :
ald < S(t) < Bld pourtout ©>T (3.6)

Les contantes w et 5 ci-dessus sont établies indépendamment de la valeur de 0 et de la structure des
subdivisions.

La preuve de ce théoréme, assez technique, est basée sur des idées que 1’on retrouve
dans le livre [GKO1] dans le cadre continu et qui ont été exploitées dans [BB16] dans le cadre
continu-discret synchrone. Parmi les aspects remarquables de cette preuve, remarquons les
points ci-dessous.

1. Malgré le fait que le résultat de bornitude (3.6) n’est pas valable depuis le temps 0,

il pourrait étre étendu sur l'intervalle [0, T]. Cependant, ce résultat basé sur 1'utili-
sation du lemme de Gronwall repose sur la connaissance d’un encadrement de la
donnée initiale S(0). Le changement de variables mentionné plus tot dans la discus-
sion fait que S(0) dépend de 6, information que 1’on ne peut pas retenir si ’on ne
veut pas rentrer dans la boucle logique 6 — (Ky, K3) — 6.
Cette difficulté technique peut-étre contournée si 1’on autorise au parametre 6 a va-
rier depuis une valeur initiale connue — i.e. #(0) = 1 — vers une certaine valeur
terminale permettant d’établir la convergence de 1’'observateur, comme cela est fait
dans la these [Boil0].

2. Laborne supérieure de (3.6) repose principalement sur la régularité du systeme (3.5).
Il faut cependant garantir que le processus de prédiction-correction ne dérive pas.
Plus précisément, le processus de prédiction est a tendance décroissante, celui de cor-
rection est a tendance croissante. La difficulté est donc de faire apparaitre un équilibre
entre les deux. Cet équilibre apparait lorsque le pas maximal de la subdivision glo-
bale {7} } est borné.

3. Quelle que soit la borne que 1’on cherche a établir, des sommes de la somme pondé-
rée qui apparait dans le processus de correction vont apparaitre. Il s’agit de termes

de la forme :

- (i) _ 40

Sg=rYy Y (Sz<f> — sl(,.)_1> (3.7)
j=lico \ ' k

pour une certaine quantité » indépendante du temps, et oi1 Sy indique que la somme

est calculée au temps T;. Le choix des pondérations ® est alors trés important ici car

cette expression est en fait égale a :

g .
S =1 Zisi](j) (3.8)
1=

(i)

ou l'indice A, est défini comme !'indice de la subdivision de temps associée au capteur
s; permettant de déterminer la derniére fois que ce capteur spécifique a fourni une mesure

— ou autrement dit : ) )
s'(l(),.) = max {s'(-l) < Tk} .
A jen U
L'expression (3.8) est de premiére importance pour établir des majorations permet-

tant de déboucher a la borne supérieure, mais aussi pour garantir la proximité au
Grammien d’observabilité continu, sujet qui fait ’objet du point suivant.

4. La borne inférieure de (3.6) est une traduction de la préservation de 1’observabilité
sous la contrainte des mesures asynchrones. En effet, dans [GK01], I’existence de la

8. Rappel : la pondération associée a un capteur donné est égale au temps écoulé depuis la derniére que ce
dernier a fourni une mesure.
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3.5

borne inférieure est une conséquence du fait que le Grammien d’observabilité de la
paire (A, C) est lui-méme borné (au sens des matrices). Dans le travail commenté
ici, la preuve s’attache a construire un Grammien d’observabilité continu-discret
asynchrone qui soit une bonne approximation du Gramien continu — qui est une
intégrale du temps. Pour cela, nous avons besoin que la somme de I'ensemble des
pondérations de 1’étape de correction correspondent effectivement au temps écoulé.
Autrement dit, il faut que (3.7) puisse s’écrire sous la forme (3.8).

Une fois que cette approximation est écrite, la borne inférieure est établie sous la
contrainte que le pas d’échantillonnage maximal de chacun des capteurs doit-étre
assez petit. Ce résultat peut aussi, d"une certaine maniere, se comprendre comme une
condition pour la préservation de 1’observabilité suite a un échantillonnage asyn-
chrone. Ce résultat nécessite aussi que 1’état du systéme dynamique soit contenu
dans un compact, condition qui est absente de 1’exemple que nous avons présenté

en début de section’.

Sur le sujet de la préservation de 1’observabilité des systémes non-linéaires sous des
contraintes d’échantillonnage, le lecteur pourra trouver un traitement plus profond
dans les travaux de [AV03; Amm06; AMV18].

. Avec cette derniére remarque, nous aimerions insister sur l'intérét que revét 1’ap-

proche par subdivisions de temps. En effet, en procédant de la sorte, la seule contrainte
imposée sur les subdivisions de temps est celle — attendue — qui porte sur la taille
maximale du pas. Ce traitement nous semble intéressant car cela ne préjuge ni ne
contraint en rien l'ordre dans lequel les différents capteurs fournissent leurs me-
sures. Il faut aussi se rappeler que la preuve de bornitude de 1’équation de Riccati
est faite dans la base de temps T = 6t. Si ’on veut explorer des stratégies pour les-
quelles le parametre 6 varie, cette absence de structure a pour conséquence que le
théoreme 3 reste valable dans un tel cadre.

Exemple illustratif

Dans cette derniére section, nous proposons d’illustrer les performances de cet obser-
vateur a travers un résultat de simulation inspiré de la robotique. Ni le modéle, ni la forme
normale correspondante ne seront détaillés ici, elles pourront toutefois étre trouvées dans
[Fed+20].

Un robot mobile évolue sur un plan délimité par deux balises notées A et B dans la
figure 3.2. L’état du robot est composé de
— la position d’un point intérét dans le repere (A, X], X ) — cette position est notée

(x1,x2) dans la figure 3.2;

— son orientation, donnée par 1'angle entre I'horizontale et la direction X attachée au

robot.

p1 P2

; X{ | @\al @—

A B A B

FIGURE 3.2 — Localisation d’un robot mobile a ’aide de deux balises

9. Si x4 est borné, alors il existe toujours un At assez petit pour que la relation x4(0)At = F + 2k ne soit pas

vérifiée.
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Les mesures sont données, par exemple, par un capteur LIDAR ' positionné en (x1, x5).
Elles consistent, en utilisant les notations de la figure 3.2 :

— d’une part, en I'angle ¢; et en la distance p;;

— d’autre part, en I’angle ¢».

Ces mesures sont obtenues lorsque le faisceau du LIDAR est aligné avec la balise concer-
née, par conséquent, elles sont asynchrones. Les mesures ont lieu a des intervalles de temps
non-homogenes puisqu’elles dépendent de la position, de I’orientation et du mouvement du
robot, mais sont alternées — sauf en cas d’erreur de traitement de la part du LIDAR, erreur
qui n’est pas simulée ici, mais qui est bien réelle en pratique. La figure 3.3 ci-dessous montre
la trajectoire parcourue par le robot durant la simulation ainsi que les instants auxquels les
mesures sont prises. Une étoile d'une couleur donnée indique une prise de mesure relative
a la la balise de la méme couleur.

Pour finir, la figure 3.4 montre le résultat de trois simulations. La partie de gauche cor-
respond a des simulations effectuées sans bruit de mesure et pour deux valeurs du para-
metre de grand gain. Comme attendu, la convergence de 1'observateur est d’autant plus
rapide que 0 est grand. La partie de droite correspond a une simulation effectuée en intro-
duisant un bruit de mesure additif. Seule la trajectoire estimée en utilisant la valeur 8 = 3 est
représentée, et pertinente, car la sensibilité au bruit du second réglage est tres importante.

starting
I position

>

" T T T T T

T 1 -

= — Actual trajectory
Estimated trajectory with high-gain set to 3
Estimated trajectory with high-gain set o 15

= — Actual trajectory
Estimated trajectory with high-gain set to 3

’
Zo | starting
position

6l ¢
o | starting

position
51

initial,
1k guess

FIGURE 3.4 — Reconstruction de la trajectoire.

La remarque précédente constitue bien stir une ouverture vers un processus d’adapta-
tion du parametre de grand gain a la fagon de [BBG10]. Entre autres perspectives, I’approche
[RLH17] faisant appel a plusieurs parametres grand-gain — e.g. un par sortie —, ou les
études récentes [AM15; AZ16; Zem+19] portant sur des observateurs a la structure modi-
fiée dans le but de nécessiter une valeur plus basse du parametre de grand-gain, pourraient-
étre exploitées. Enfin, nous avons supposé que I’ensemble des capteurs {s;} constituait une

10. LIght Detection And Ranging.
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partition de I’ensemble des sorties, ou autrement dit que I'information mesurée n’était pas
redondante. L'exemple de robots sous-marins équipés de capteurs tantot efficients en sur-
face, tantdt efficients en plongée nous amene a imaginer le cas de systémes dont les mesures
sont fournies par un jeu de capteurs dont la configuration change dans le temps.
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Chapitre 4

Epilogue

Les perspectives et questionnements spécifiques a chacune des problématiques ont été
présentés dans leur chapitre dédié. Ces quelques lignes proposent d’autres ouvertures, ou
pistes de recherche.

L’étude des observateurs dans le cadre de mesures échantillonnées offre plusieurs pro-
blématiques que I'on ne rencontre pas dans le cadre continu. L’asynchronicité en était une,
la datation incertaine en est une autre. Ce terme désigne les systémes continu-discrets, ou dis-
crets, pour lesquels les instants de prise de mesure sont mal connus. Cette situation pourra
étre rencontrée lorsque les capteurs, ou le réseau de capteurs, délivrant l'information de
sortie sont régis par des protocoles qui n’assurent pas toujours une véritable transmission
temps-réel. Par exemple, dans le cas de I'image d’une cible en mouvement prise par une
caméra, l'erreur de mesure est bien plus liée a la datation exacte de I'image plutét qu'aux
erreurs du capteur (souvent subpixelliques). Ce type de problématique semble avoir été
abordée dans la littérature sous la forme d’un retard variable additionné aux instants de
mesures, et que 1’on cherche a estimer. Il semble intéressant de s’interroger sur la pertinence
d’un autre formalisme dans le but de proposer une étude d’observabilité ad-hoc, ou des al-
gorithmes performants.

Une partie de mon travail, non présentée ici, porte sur la mise en pratique des al-
gorithmes ou modeles mathématiques que j'étudie. A titre d’exemple, les travaux [SB14;
SBB10; Boi+07; BB07; FP+19] concernent les observateurs, et 1’article [B520] exploite, d"apres
une idée de M. Ludovic Sacchelli, un modele de champ de directions appliqué au domaine
de I’étude des empreintes digitales. La thése de Mme. Aida Feddaoui Papin, co-dirigée par
les Pr. Eric Busvelle et Vincent Hugel, ainsi que les responsabilités pédagogiques que j'exerce
dans le Master ingénierie des systemes complexes ' de 'UFR Sciences et Technologies, m’ont rap-
proché des membres du laboratoire de robotique > de 1'Université de Toulon, favorisant ainsi
1’émergence de projets de recherche ® conjoints.

1. Depuis 2018, et jurqu’a présent, j’assure la responsabilité pédagogique de la premiere année du parcours
Robotique et Objets Connectés du Master Ingénierie des Systémes Complexes de I'UFR Sciences et Technologies (Resp.
Pr. Claude Jauffret).

2. Laboratoire de COnception de Systémes Mécaniques et Robotiques — COSMER.

3. Par exemple, je participe au projet Région DPII Drone Plongeur Interaction Intuitive porté par Mme Claire
Dune.
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Plan-|-Opti-|-Chrone
(Nicolas BOIZOT)

Mémoire présenté en vue d’obtenir le diplome d"Habilitation a Diriger des Recherches.

Ce mémoire présente les travaux de recherche les plus significatifs que j'ai
menés depuis ma soutenance de these. Il s’agit de trois contributions scienti-
fiques relevant soit du domaine de la planification de trajectoire, soit du do-
maine de la synthese d’observateurs.

La premiére partie présente la formalisation d"un probleme de minimisa-
tion de la consommation énergétique d’un mobile ainsi que des éléments de
résolution de ce probleme de contrdle optimal. La seconde concerne la pla-
nification de trajectoire pour les systéemes non-holonomes et s’inscrit dans une
théorie de l'interpolation par I’entropie sous-Riemannienne développée depuis
plusieurs années a travers une série d’articles. Une résolution du cas particu-
lier du systeme cinématique dit de “la boule roulant sur un plan et tirant une
remorque” est détaillée. Enfin, la troisiéme partie contribue a la problématique
des observateurs non-linéaires pour les systémes a mesures asynchrones.
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